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1    ÈÝìá  1627 
α. Τα τρίγωνα  OMA ,  OMB  έχουν:  
•  OA OB=  
•  ΟΜ  κοινή   

•  1 2O O
∧ ∧

=  
Οπότε  είναι ίσα  (ΠΓΠ). Άρα  MA MB=  . 

β. Επειδή τα τρίγωνα  OMA ,  OMB  είναι ίσα, προκύπτει  ΟΜΑ ΟΜΒ
∧ ∧

= .  Οπότε η  Οδ  είναι η διχοτόμος της  

AMB
∧

 . 

2    ÈÝìá   1674 

α. Είναι  ΟΓ ΑΓ ΟΑ ΒΔ ΟΒ ΟΔ= − = − =  .   
Τα τρίγωνα  ΟΑΔ ,  ΟΒΓ  έχουν:   
•  OA OB=   
•  ΟΔ ΟΓ=    

•  ΑΟΔ ΒΟΓ
∧ ∧

=  

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα  ΑΔO ΒΓΟ
∧ ∧

=  . 
β. Τα τρίγωνα  ΟΑΖ ,  ΟΒΗ ,  έχουν: 
•  OA OB=   
•  OZ OH=    

•  AOZ ΒOH
∧ ∧

=  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ) .  Άρα  AZ BH=  . 

3    ÈÝìá   1598 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΓ ,  ΑΔΕ  έχουν: 
•  AB AΔ=  
•  ΑΓ ΑΕ=    

•  BAΓ ΔΑΕ
∧ ∧

=  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 
β. i.  Τα τρίγωνα  ΑΔΖ ,  ΑΒΜ ,  έχουν: 
•  AΔ ΑΒ=   

•  Δ Β
∧ ∧

=    

•  ΔAΖ BAM
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

ii. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΜ  και  ΑΔΖ  είναι ίσα έχουμε  ΒΓ ΕΔΖΔ ΒΜ
2 2

= = =  .   
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4    ÈÝìá   1592 

α. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ ,  είναι ισοσκελές  (AB AΓ)= ,    προκύπτει ότι  B Γ
∧ ∧

=  ,   

οπότε και  εξ εξB Γ
∧ ∧

=  ,  ως παραπληρωματικές ίσων γωνιών.  

β. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ ,  ΑΓΕ ,  έχουν:   
•  ΑΒ ΑΓ=   
•  ΒΔ ΓE=    

•  εξ εξB Γ
∧ ∧

=  .   

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

γ. Είναι  ΒΜ ΜΓ=   και  ΒΔ ΓΕ=   οπότε  BM BΔ ΜΓ ΓΕ ΜΔ ΜΕ+ = +  =  .   

Άρα  ΑΜ  διάμεσος του τριγώνου  ΑΔΕ . 

5    ÈÝìá   1621 

 Είναι  2 2ΒΔ ΑΒ ΑΓ ΓΕ
3 3

= = =  . 

 Τα τρίγωνα  ΒΔΜ ,  ΜΕΓ  έχουν:   
   MB MΓ=   
   BΔ ΓΕ=    

   B Γ
∧ ∧

=  . 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ).  Άρα  MΔ MΕ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΔΕΜ  είναι ισοσκελές. 

6    ÈÝìá   1632 

α. Τα τρίγωνα  ΟΑΓ  και  ΟΒΔ  έχουν:   
 OA OB=   
 OΓ ΟΔ=    

 ΑOΓ ΒΟΔ
∧ ∧

=  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα  ΑΓ ΒΔ=  . 

β. Επειδή το τρίγωνο  ΒΟΔ  είναι ισοσκελές και η  ΟΜ  είναι διχοτόμος, θα είναι και διάμεσος. Άρα το  Μ  είναι 
το μέσο της  ΒΔ . 

7    ÈÝìá   1601 

α. Τα τρίγωνα  ΑΜΒ ,  ΑΜΓ  έχουν:   
 ΑΒ ΑΓ=   
 ΜΒ ΜΓ=    
 ΑΜ  κοινή 
Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ). 

β. Έστω ότι η  ΑΜ  τέμνει την  ΒΓ  στο  Δ .  Επειδή τα τρίγωνα  ΑΜΒ, ΑΜΓ  είναι ίσα,  προκύπτει ότι   BMA ΓΜΑ=  .   

Οπότε και   ΒΜΔ ΓΜΔ=  ,  άρα η ευθεία  ΑΜ  διχοτομεί τη  BMΓ  . 
 
 
 
 
 
 



 

 

Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου 3

Εκδόσεις Μπάρλας

8    ÈÝìá   1660 

α. Επειδή το  Μ  είναι το μέσο της  ΒΓ  και  ΒΓΒΓ 2ΒΕ ΒΕ ΒΕ ΒΜ
2

= ⇔ = ⇔ =  ,  έχουμε   BEM BME= . 

Επομένως   AEB EMΓ=   ως παραπληρωματικές ίσων γωνιών. 
β. Τα τρίγωνα  ΑΒΕ ,  ΕΓΜ έχουν:   
 ME AE=   
 EB ΜΓ=    

  AEB ΕΜΓ=     
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα  ΑΒ EΓ=  . 

9    ÈÝìá   1648 

α. Είναι  ΒΕ ΑΒ ΑΕ ΑΓ ΑΔ ΓΔ= + = + =  . 
β. Τα τρίγωνα  ΒΑΔ  και  ΓΑΕ  έχουν:   
 ΑΒ ΑΓ=     
 ΑΔ ΑE=    

  ΔAB ΕΑΓ=     
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα  ΒΔ ΓΕ=  . 
γ. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, έχουμε   B Γ=  . 
Επειδή τα τρίγωνα  ΒΑΔ, ΓΑΕ είναι ίσα, έχουμε   ΔΒΑ ΕΓΑ= . 
Επομένως   ΔΒΓ ΕΓΒ=  ,  ως αθροίσματα ίσων γωνιών. 

10    ÈÝìá   1622 

α. Τα τρίγωνα  ΚΑΛ ,  ΚΒΜ  έχουν: 
 ΚΑ ΚΒ=   
 AΛ ΒΜ=   

  KAΛ ΚΒΜ=  ,  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών  Α   και  Β   του ισοσκελούς 
τριγώνου  ΚΑΒ .  Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  ΚΛ ΚΜ=  .   
Επομένως το τρίγωνο  ΚΛΜ  είναι ισοσκελές. 

β. Επειδή το τρίγωνο  ΚΑΒ  είναι ισοσκελές η διχοτόμος του  ΚΓ  είναι και διάμεσος, οπότε  ΓΑ ΓΒ= .   

Οπότε  ΛΓ ΛΑ ΑΓ ΒΜ ΓΒ ΜΓ= + = + =  .  Άρα η  ΚΓ  είναι διάμεσος του τριγώνου  ΚΛΜ . 

11    ÈÝìá   1591 

α. Τα τρίγωνα  ΒΑΚ ,  ΚΑΓ ,  έχουν:   ΑΒ ΑΓ=     
     ΚΒ ΚΓ=    
     ΑΚ  κοινή 
Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ). 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΒΑΚ ,  ΚΑΓ  είναι ίσα, έχουμε   BAK KAΓ=  .   
Οπότε η  ΑΚ  είναι διχοτόμος της  BAΓ  . 
γ. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, η διχοτόμος του  ΑΚ  θα είναι και διάμεσος. 
Άρα το  Ε  είναι το μέσο του  ΒΓ ,  οπότε η  ΚΕ  είναι διάμεσος του τριγώνου  ΒΚΓ . 
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12    ÈÝìá   1624 

α. Είναι  BA ΒΓ=   και  ΔΑ ΔΓ=  ,  οπότε τα τρίγωνα  ΒΑΓ  και  ΔΑΓ  είναι ισοσκελή. 
Τα  ΒΚ ,  ΔΚ  είναι ύψη στα ισοσκελή τρίγωνα, οπότε θα είναι και διχοτόμοι. 

Επομένως η  ΒΔ  είναι διχοτόμος των γωνιών  Β   και  Δ . 

β. Είναι  BA ΒΓ=   και  ΔΑ ΔΓ=  ,  οπότε τα σημεία  Β  και  Δ  ισαπέχουν από τα  Α  και  Γ .   
Άρα τα  Β  και  Δ  ανήκουν στη μεσοκάθετο του  ΑΓ . 
Οπότε η ευθεία  ΒΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΓ .   

13    ÈÝìá   1587 

α. Τα τρίγωνα  ΑΕΒ ,  ΑΕΓ  έχουν :   AB ΑΓ=   
       ΑΕ  κοινή   

       δ γ
∧ ∧

=  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΕΒ ,  ΑΕΓ  είναι ίσα, έχουμε  EB ΕΓ=  .  Άρα το τρίγωνο  ΓΕΒ  είναι ισοσκελές. 

γ. Επειδή  ΑΒ ΑΓ=   και  EB EΓ=  ,  η ευθεία  ΑΔ  είναι η μεσοκάθετος του τμήματος  ΒΓ . 

14    ÈÝìá   1588 

α. Έστω  Δ  το σημείο που η προέκταση της  ΑΟ  τέμνει τον κύκλο.  

Είναι  ο οΓΟΔ 180 AΟΓ 180 ΑOΒ ΒOΔ
∧ ∧ ∧ ∧

= − = − =  . 

Οπότε η  ΟΑ  διχοτομεί τη γωνία ΒΟΓ
∧

 . 

β. Επειδή  AOB BOΓ ΓΟΑ
∧ ∧ ∧

= =  ,  έχουμε    AB BΓ ΓA= =  ,  οπότε  ΑΒ ΒΓ ΓΑ= =  .   
Άρα το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 

γ. Τα τόξα  ΚΜ   και  AB   έχουν το ίδιο μέτρο, αλλά δεν είναι τόξα του ίδιου κύκλου ή ίσων 
κύκλων. Οπότε δεν είναι ίσα. 

 

 
15    ÈÝìá   1846 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΓ ,  ΑΔΕ  έχουν:   
  ΑΓ ΑΕ=   
  AB ΑΔ=    
  A   κοινή    
Oπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα  ΒΓ ΔΕ=  . 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΓ ,  ΑΔΕ  είναι ίσα, έχουμε:   

   ΒΕΚ ΔΓΚ=    

   ABK AΔΚ=   

Οπότε   EBK ΓΔΚ=   ως παραπληρωματικές ίσων γωνιών. 
Τα τρίγωνα  ΒΕΚ  και  ΔΓΚ  έχουν: 
  ΒΕ ΔΓ=   ως διαφορές ίσων τμημάτων 

   BEK ΔΓΚ=    

   EBK ΓΔΚ=   
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ). Άρα  BK KΔ=  . 
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γ. Τα τρίγωνα  ΑΒΚ ,  ΑΔΚ  έχουν:   
  AB AΔ=   
  BK KΔ=    
  ΑΚ  κοινή  

Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ). Άρα   BAK ΔAΚ=  .  

Επομένως η  ΑΚ  είναι διχοτόμος της  A  . 

δ. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΕΓ  η  ΑΜ  είναι διχοτόμος, οπότε είναι διάμεσος και ύψος. 
Άρα η  ΑΜ  είμαι μεσοκάθετος της  ΕΓ . 

16    ÈÝìá   1725 

α. Τα τρίγωνα  ΟΑΛ ,  ΟΒΚ ,  έχουν:   
  ΟΛ ΟΚ=  1( ρ )=   

  ΟΑ ΟΒ=  2( ρ )=   

  O   κοινή  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ).  
Άρα  ΑΛ ΒΚ= . 

β. Τα τρίγωνα ΟΑΛ και ΟΒΚ είναι ίσα, οπότε   ΟΑΛ ΟΒΚ=   και   ΟΚΒ ΟΛΑ= . 
Τα τρίγωνα  ΡΚΑ, ΡΛΒ  έχουν:   
  ΚΑ ΛΒ=  ,  ως διαφορές ίσων τμημάτων 
   KAΡ ΡΒΛ=    
   AKΡ ΒΛΡ=  ,  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών  OKΡ   και  OΛΡ     
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ), άρα  ΡΑ ΡΒ= . 
Επομένως το τρίγωνο  ΑΡΒ  είναι ισοσκελές. 

γ. Τα τρίγωνα  ΟΡΚ ,  ΟΡΛ  έχουν:   
  OK OΛ=     
  ΟΡ  κοινή  
  ΚΡ ΡΛ=   (αφού τα τρίγωνα  ΡΚΑ ,  ΡΛΒ  είναι ίσα). 
Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ) ,  άρα   KOΡ ΡΟΛ=  . 

Επομένως η  ΟΡ  είναι η διχοτόμος της γωνίας  xOy  . 

17    ÈÝìá   1582 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ ,  ΑΓΔ  έχουν:   
  AB ΑΓ=   
  ΑΔ  κοινή   

  ΒΑΔ ΓAΔ
∧ ∧

=  ,  ως αθροίσματα ίσων γωνιών. 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Τα τρίγωνα ΔΕΑ ,  ΔΖΑ έχουν: 
  ΑΔ κοινή 
   ΕΑΔ ΖΑΔ=  
   ΕΔΑ ΖΔΑ=  ,  αφού τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίσα. 

Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ), άρα  ε ζ
∧∧

=  . 
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18    ÈÝìá   1657 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΜΔ  και  ΑΜΕ  έχουν:   
  ΜΔ ΜΕ=    
  ΑΜ  κοινή  
Οπότε είναι ίσα. 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΜΒΔ  και  ΜΓΕ  έχουν: 
  ΜΒ ΜΓ=    

  Β Γ
∧ ∧

=  ,  αφού το  
Δ

ABΓ   είναι ισοσκελές. 

Άρα είναι ίσα, οπότε  ΜΔ ΜΕ=  . 

19    ÈÝìá   1568 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΑΒ  και  ΕΑΓ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=    

  A
∧

  κοινή 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΔ ΓΕ= . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΑΒ  και  ΕΑΓ  έχουν:   
  ΒΔ ΓΕ=    

  A
∧

  κοινή 

Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΓ ΑΒ=  . 

20    ÈÝìá   1659 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΕ  και  ΑΓΔ  έχουν:   
  AB ΑΓ=   
  ΒΕ ΓΔ=    

  ABE AΓΔ
∧ ∧

=   ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών  ABΓ
∧

  και  AΓΒ
∧

    
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  ΑΔ ΑΕ=  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΒΕ  και  ΗΓΔ  έχουν: 
  ΒE ΓΔ=    

  ΕΒΖ ΔΓΗ
∧ ∧

=  ,  ως κατακορυφήν των ίσων γωνιών  AΒΓ
∧

  και  AΓΒ
∧

 .   
Οπότε είναι ίσα, άρα  EZ ΔΗ=  . 

21    ÈÝìá   1574 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΓΔ  και  ΔΓΕ έχουν:   
  ΓΔ  κοινή   

  1 2Γ Γ
∧ ∧

=    
Οπότε είναι ίσα.  
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΓΔ ,  ΔΓΕ  είναι ίσα, προκύπτει  ΓΑ ΓΕ=   και  ΔΑ ΔΕ=  .   
Τα σημεία Γ, Δ ισαπέχουν από τα σημεία  Α  και  Ε , άρα τα Γ, Δ ανήκουν στη μεσοκάθετο του ΑΕ. 
Επομένως η ευθεία  ΓΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΕ . 
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22    ÈÝìá   1656 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΜΑΔ  και  ΝΑΕ  έχουν:   
  ΜΔ ΝΕ=    

  A
∧

 κοινή.  
Οπότε είναι ίσα, άρα:  ΑΜ ΑΝ 2ΑΜ 2ΑΝ ΑΒ ΑΓ=  =  =  .   
Επομένως το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές. 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΜΑΔ  και  ΝΑΕ  έχουν:   
  ΑΜ ΑΝ=  ,  ως μισά των ίσων τμημάτων  ΑΒ  και  ΑΓ  

  Α
∧

  κοινή.  
Οπότε είναι ίσα, άρα  MΔ ΝΕ= . 

23    ÈÝìá   1705 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ABΔ  και  ΕBΔ  έχουν:   
  ΒΔ  κοινή   

  AΒΔ ΔΒΕ
∧ ∧

=  ,  αφού  ΒΔ  διχοτόμος 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΕ ΑΒ=  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΖΕΒ  έχουν: 
  ΑΒ BE=   (από το α. ερώτημα)  

  B
∧

  κοινή    
Οπότε είναι ίσα. Άρα  ΒΓ ΒΖ= .   
Οπότε το τρίγωνο  ΒΓΖ  είναι ισοσκελές. 

24    ÈÝìá   1532 

α. Τα τρίγωνα  ΒΓΔ  και  ΓΒΕ έχουν:   
  ΒΓ κοινή    

   ΓΒΕ ΒΓΔ=    

   ΔΒΓ ΕΓΒ=   ως μισά ίσων γωνιών.  
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ).  

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΗΕΒ  και  ΖΔΓ  έχουν:   
  ΕΒ ΓΔ=  ,  αφού τα τρίγωνα  ΓΒΕ ,  ΒΓΔ  είναι ίσα  

   Β Γ=     
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΕΗ ΔΖ= . 

25    ÈÝìá   1698 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΔΜ  και  ΓΕΜ έχουν:   
  ΜΒ ΜΓ=    
  ΒΔ ΓΕ=    
Οπότε είναι ίσα.  
β. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=    
  BΔ ΓΕ=   

  AΒΔ ΑΓΕ
∧ ∧

=  ,  ως συμπληρωματικές των ίσων γωνιών  AΒΓ
∧

  και  AΓΒ
∧

   

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  ΑΔ ΑΕ= . 
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26    ÈÝìá   1545 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΔΓ  και  ΓΕΒ  έχουν:   
  ΒΓ  κοινή  

   Γ Β=   (
Δ

ΑΒΓ   ισοσκελές) 
Άρα είναι ίσα. 
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΒΔΓ ,  ΓΕΒ  είναι ίσα, έχουμε  ΔΓ ΕΒ=  .   
Είναι  ΑΔ ΑΓ ΔΓ ΑΒ ΒΕ ΑΕ= − = − =  . 

27    ÈÝìá   1547 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΒΜ  και  ΕΓΜ  έχουν:   
  MB MΓ=    

  B Γ
∧ ∧

= ,  αφού το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.  
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΜΔ ΜΕ=  . 
β. Είναι:   ΑΒ ΑΓ=    
     ΔΒ ΕΓ=  ,  αφού τα τρίγωνα  ΔΒΜ ,  ΕΓΜ  είναι ίσα. 
Οπότε  ΑΔ ΑΒ ΔΒ ΑΓ ΕΓ ΑΕ= − = − =  ,  άρα το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές. 

28    ÈÝìá   1569 
α. Τα τρίγωνα  ΑΒΜ ,  ΜΓΔ  έχουν:   
  ΜΒ ΜΓ=   
  ΑΜ ΜΔ=    

  1 2M M
∧ ∧

=    
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΜ  και  ΖΔΜ  έχουν: 
  MA MΔ=    

  1 2Μ Μ
∧ ∧

=     
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΕ ΔΖ=  . 

29    ÈÝìá   1670 
α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  το  ΑΔ  είναι διχοτόμος και ύψος.  
Οπότε το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με  ΑΒ ΑΓ=  . 
β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  το ύψος  ΑΔ  είναι και διάμεσος.  
Οπότε η ευθεία  ΑΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΒΓ ,  άρα  EB EΓ=  . 

30    ÈÝìá   1571 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ   o(A 90 )=   και  ΕΒΔ   o(E 90 )=   έχουν: 
  ΒΔ  κοινή  
   

1 2B B=  
Οπότε είναι ίσα, άρα  AB BE=  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΖΕΒ  έχουν: 
  AB BE=    

  B   κοινή  
Οπότε είναι ίσα. 

31    ÈÝìá   1546 

α. Επειδή η  ΑΜ  είναι διάμεσος του ισοσκελούς τριγώνου  ΑΒΓ ,  θα είναι και διχοτόμος,  
οπότε  MK ΜΛ=  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΚΑΜ  και  ΛΑΜ  έχουν: 
  ΑΜ  κοινή   
  MK MΛ=   

Οπότε είναι ίσα, άρα  ΚΜΑ ΛΜΑ
∧ ∧

=  . 

Άρα η  ΑΜ  είναι διχοτόμος της  ΚΜΛ
∧

. 
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32    ÈÝìá   1677 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΟ ,  ΔΓΟ  έχουν: 
  ΟΑ ΟΓ=  , ως ακτίνες του κύκλου 
  Ο   κοινή 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΟΔ ΟΕ=  .   
Επομένως το τρίγωνο  ΔΟΕ  είναι ισοσκελές. 
β.   Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΖΟ ,  ΔΖΟ  έχουν: 
  ΟΖ  κοινή 
  ΟΔ ΟΕ=  
Οπότε είναι ίσα, άρα   ΔΟΖ ΕΟΖ=  . 

Επομένως  η  ΟΖ  είναι η διχοτόμος της  AOΓ
∧

. 
  Έστω ότι η  ΟΖ  τέμνει το κύκλο στο  Μ . 

Έχουμε  ΑΟΜ ΜΟΓ
∧ ∧

=  ,  άρα   ΜΑ ΜΓ=  ,  επομένως το  Μ  είναι το μέσο του τόξου  AΓ  . 

 
33    ÈÝìá   1724 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΒ  και  ΔΑΓ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=    

  A
∧

  κοινή 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΕ ΓΔ=  .  
Επομένως η πρόταση  Π  ισχύει. 

β. Η αντίστροφη πρόταση της  Π  είναι: 
Π΄: Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ  τα ύψη του  ΒΕ  και  ΓΔ  είναι ίσα, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές με  ΑΒ ΑΓ=  . 
Απόδειξη 
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΒ  και  ΔΑΓ  έχουν:   
  BE ΓΔ=    

  A
∧

  κοινή  
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΒ ΑΓ=  .   
Επομένως η πρόταση  Π΄  ισχύει. 

γ. Ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν τα ύψη που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές τους είναι ίσα. 

34    ÈÝìá   1875 
α. i. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΒ  και  ΑΕΓ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=    

  A
∧

  κοινή 
Άρα είναι ίσα, οπότε  AZ AE=  . 
ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΚ  και  ΑΓΛ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=    

  BAK ΓΑΛ
∧ ∧

=   εξA( )
2

∧

=  

Άρα είναι ίσα, οπότε  ΑΚ ΑΛ=  . 

β. Συμφωνούμε διότι:  Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΘΒ  και  ΑΘΓ  έχουν: 
  ΑΒ ΑΓ=    
  ΑΘ  κοινή  

Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒAΘ ΓAΘ
∧ ∧

=  . 

Επομένως η  ΑΘ  είναι η διχοτόμος της  A
∧

. 
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35    ÈÝìá   1688 

Γεωμετρικά οι δυνατές θέσεις του θησαυρού είναι: 
α. Πάνω στη μεσοκάθετο του  ΒΓ ,  αφού κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ισαπέχει από τα άκρα του τμήματος. 
 

β. Πάνω στη διχοτόμο της γωνίας  A
∧

 ,  αφού κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας 
ισαπέχει από τις πλευρές της.   
 
 

γ. Πάνω στη μεσοκάθετο του ΒΓ και στη διχοτόμο της γωνίας  Α  , άρα είναι το σημείο 

τομής της μεσοκαθέτου του  ΒΓ  και της διχοτόμου της γωνίας  A
∧

 . 
 
 

 

 

36    ÈÝìá   1540 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ, ΓΔΕ έχουν:   ΓΔ  κοινή 

   ΑΓΔ ΔΓΕ=  ,  αφού ΓΔ διχοτόμος 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΔ ΔΕ= . 
2ος τρόπος 
Το  Δ  είναι σημείο της διχοτόμου της γωνίας  Γ  ,  οπότε το  Δ  ισαπέχει από τις πλευρές της  Γ  ,  
άρα ΑΔ ΔΕ= . 
β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΒΔ  η ΔΒ είναι υποτείνουσα, οπότε είναι η μεγαλύτερη πλευρά του 
τριγώνου. Άρα  ΔΕ ΔΒ<  ,  οπότε  ΑΔ ΔΒ<  . 

37    ÈÝìá   1573 

α. Τα τρίγωνα  ΔΑΒ ,  ΔΕΓ  έχουν: 
  ΔΒ ΔΓ=  
  ΑΔ ΔΕ=  
   ΑΔΒ ΓΔΕ=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ) . 
Άρα  ΑΒ ΓΕ=   (1) . 
β. Στο  τρίγωνο ΑΓΕ  εφαρμόζουμε την τριγωνική ανισότητα και έχουμε   

(1)
AE ΓE AΓ AE AB AΓ< +  < +  

38    ÈÝìá   1585 

α. To τρίγωνο  ΒΑΓ  είναι ισοσκελές, με  ΒΑ ΒΓ=  ,  οπότε  BAΓ ΒΓA
∧ ∧

=  . 

β. Επειδή   ΒΑΔ ΒΓΔ=   και   ΒΑΓ ΒΓΑ= ,  έχουμε  ΔAΓ ΔΓA
∧ ∧

=  ,  ως διαφορές ίσων γωνιών. 
Οπότε το τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι ισοσκελές. 

γ. Επειδή  BA BΓ=   και  ΔΑ ΔΓ=  ,  τα σημεία Β, Δ ισαπέχουν από τα Α, Γ οπότε τα Β, Δ ανήκουν στη 
μεσοκάθετο του  ΑΓ . Άρα η ευθεία  ΒΔ  είναι μεσοκάθετος του  ΑΓ . 

 

 

 

Β
δ

Α

Γy

x

Β
δ

Α

Γy

x

Δ

Z

μ



 

 

Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου 11

Εκδόσεις Μπάρλας

39    ÈÝìá   1558 

α. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, έχουμε  B Γ
∧ ∧

=  .  Οπότε και  1 1B Γ
∧ ∧

= ,  ως μισά ίσων 
γωνιών. Άρα το τρίγωνο  ΒΙΓ  είναι ισοσκελές. 

β. Τα τρίγωνα  ΑΒΙ, ΑΓΙ  έχουν: 
  ΑΒ ΑΓ=  
  ΑΙ κοινή 
  ΙΒ ΙΓ=  ,  αφού το τρίγωνο  ΒΙΓ  είναι ισοσκελές 

Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ) . 

Άρα  AIB AΙΓ
∧ ∧

=  . 
γ. Επειδή  AB ΑΓ=   και  IB IΓ=  ,  τα  Α , Ι  ισαπέχουν από τα  Β, Γ ,  οπότε τα  Α ,  Ι  ανήκουν στη μεσοκάθετο 
του ΒΓ. Άρα η ευθεία  ΑΙ  είναι μεσοκάθετος του  ΒΓ . 

40    ÈÝìá   1553 

α. Επειδή τo τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, έχουμε 

εξ εξ
εξ εξ

B ΓB Γ B Γ ΜΒΓ ΜΓB
2 2

∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

=  =  =  =  

Άρα το τρίγωνο  ΒΜΓ  είναι ισοσκελές με  ΜΒ ΜΓ=  . 
β. Τα τρίγωνα  ΜΚΒ  και  ΜΛΓ  έχουν:   
  MB MΓ=   
  ΒΚ ΓΛ=    

  MBK MΓΛ
∧ ∧

=  , ως άθροισμα ίσων γωνιών 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ).  
Άρα  MK ΜΛ= . 

41    ÈÝìá   1578 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΒΗ  και  ΕΓΖ  έχουν:   
  ΔΒ ΓΕ=  ,  ως μισά ίσων πλευρών 

  B Γ
∧ ∧

=   ,  ως γωνίες της βάσης του ισοσκελούς τριγώνου  ΑΒΓ 
Οπότε είναι ίσα. 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΔΒΗ ,  ΕΓΖ  είναι ίσα, προκύπτει  H Z
∧ ∧

=  .  
Άρα το τρίγωνο  ΜΖΗ  είναι ισοσκελές. 

42    ÈÝìá   1646 

α. Επειδή το σημείο  Δ  είναι σημείο της διχοτόμου της γωνίας  B
∧

,  ισαπέχει από τις πλευρές της.  
Άρα  AΔ ΔΕ=  ,  (1) . 
β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΕΓ  η  ΔΓ  είναι υποτείνουσα, οπότε είναι η μεγαλύτερη πλευρά, οπότε   

(1)
ΔΕ ΔΓ ΑΔ ΔΓ<  <  

γ. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  Β Γ
∧ ∧

>  ,  οπότε οι απέναντι πλευρές είναι όμοια άνισες, άρα  AΓ AB>  . 

43   ÈÝìá   1658 
α. i. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΔΜ  και  ΓΕΜ  έχουν:   
  ΜΔ ΜΕ=    
  MB MΓ=  ,  αφού  Μ  μέσο της  ΒΓ  
Άρα είναι ίσα.  
ii. Επειδή τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα, έχουμε   Β Γ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές. 
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Λ
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β. Αν  ΑΒ ΑΓ=  ,  τότε τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ έχουν: 
  ΜΒ ΜΓ=  
   Β Γ=  
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΜΔ ΜΕ=  . 

44    ÈÝìá   1664 

α. Τα τρίγωνα  ΒΚΓ ,  ΓΛΒ  έχουν: 
  ΚΓ ΛΒ=  ,  ως μισά ίσων πλευρών 
  ΒΓ  κοινή 
   Β Γ=  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  BK ΓΛ=  . 
β.    Επειδή τα τρίγωνα  ΒΚΓ  και  ΓΛΒ  είναι ίσα, έχουμε   ΚΒΓ ΛΓΒ=  . 
Οπότε το τρίγωνο  ΘΒΓ  είναι ισοσκελές, άρα  ΘΒ ΘΓ=  . 
  Τα τρίγωνα  ΑΒΘ  και  ΑΘΓ  έχουν: 

  ΑΒ ΑΓ=  
  ΑΘ κοινή 
  ΘΒ ΘΓ=  

Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ). 

45    ÈÝìá   1749 

α. i.  Στο τρίγωνο  OAA′   η  ΟΜ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε είναι και διχοτόμος. 

ii. Η  ΟΜ  είναι διχοτόμος στο τρίγωνο  ΟΑΑ′  , οπότε  ΑΟΜ ΜΟΑ
∧ ∧

′= . 

Είναι  ΜΟΑ ΚΟΒ
∧ ∧

′ =  ,  ως κατακορυφήν, οπότε  ΑΟΜ ΚΟΒ
∧ ∧

=  . 
β. i.  Επειδή η ευθεία  ε  είναι  η μεσοκάθετος του τμήματος  AA′ ,  έχουμε  KA KA′=  . 

ii. Από την τριγωνική ανισότητα  
Δ

KA B′   έχουμε   
KA KB A B ΚΑ ΚΒ OA OB′ ′ ′+ > ⇔ + > + ⇔ KA KB OA OB+ > +  . 

 
 

46    ÈÝìá   1676 

Στο τρίγωνο  ΟΑΒ  το  ΟΝ  είναι το ύψος και διάμεσος, οπότε: 
α. τo τρίγωνο  ΑΟΒ  είναι ισοσκελές 

β. η  ΟΝ  είναι διχοτόμος της  KOΛ
∧

 ,  άρα   ΝΟΛ ΝΟΚ=  , οπότε και τα αντίστοιχα τόξα είναι ίσα,  
δηλαδή   NΛ NΚ=  . 

47    ÈÝìá   1617 
α. Τα τρίγωνα  ΡΑΜ  και  ΡΜΒ  έχουν:   
  ΡΑ ΡΒ=  ,  αφού τα  ΡΑ ,  ΡΒ  είναι εφαπτόμενα τμήματα 
  ΡΜ  κοινή   

  OΡΑ OΡΒ
∧ ∧

=  ,  αφού η διακεντρική ευθεία  ΡΟ  διχοτομεί τη γωνία  ΑΡΒ  . 
Οπότε είναι ίσα. 

β. Από το  α.  ερώτημα προκύπτει  ΜΑΡ ΜΒΡ
∧ ∧

=  .   

Είναι  ΟΑΡ OΒΡ
∧ ∧

= ο90=  , αφού οι ακτίνες που καταλήγουν στα σημεία επαφής  
είναι κάθετες στις εφαπτόμενες. 

Οπότε  ΜΑΟ ΜΒΟ
∧ ∧

=  ,  ως διαφορές ίσων γωνιών. 
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48    ÈÝìá   1684 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΕ  και  ΑΓΔ  είναι ορθογώνια  ο(B Γ 90 )
∧ ∧

= =   και  έχουν: 

  AΒ AΓ=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα 
  ΒΕ ΓΔ 2ρ= =   

Άρα είναι ίσα. 

β. Είναι  BOΔ ΓOE
∧ ∧

=  ,  άρα  ΒΔ ΓΕ=  .  
Τα τρίγωνα  ΒΑΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   AB ΑΓ=   
         ΑΔ ΑΕ=  ,  αφού τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίσα 
         ΒΔ ΕΓ=   
Οπότε είναι ίσα. 

49    ÈÝìá   1751 
α. Επειδή τα εφαπτόμενα τμήματα είναι ίσα, έχουμε: 
ΡΑ ΡΒ=  ,  ΑΓ ΓΔ=   και  ΕΒ ΕΔ= .  Οπότε: 
i. ΡΓ ΓΑ ΑΡ ΓΔ ΑΡ= + = +  

ii. 
α.

ΡΓ ΓΔ ΓΔ ΑΡ ΓΔ ΑΡ ΒΡ ΡΕ ΒΕ ΡΕ ΔΕ− = + − = = = − = −  
β. Είναι: 
i. ΡΓ ΡΑ ΑΓ ΡΒ ΒΕ ΡΕ= + = + =  .  Οπότε το τρίγωνο  ΡΓΕ  είναι ισοσκελές. 
ii.   ΟΔ ΓΕ⊥  ,  αφού  ΓΕ  εφαπτομένη και  ΟΔ  ακτίνα 
  ΡΔ ΓΕ⊥  ,  αφού  το τρίγωνο  ΡΓΕ  είναι ισοσκελές και  ΡΔ  διάμεσος γιατί  ΑΓ ΒΕ ΓΔ ΔΕ=  = , οπότε το  
ΡΔ  είναι και ύψος. 
Άρα οι ευθείες  ΟΔ  και  ΡΔ  ταυτίζονται, οπότε τα  Ρ ,  Ο  και  Δ  είναι συνευθειακά. 

50    ÈÝìá   1667 

α. Οι ακτίνες ΟΑ , ΟΒ είναι κάθετες στις εφαπτόμενες ΓΔ και ΕΖ του κύκλου  
(ο, ρ), οπότε  OA ΓΔ⊥   και  OB ΕΖ⊥  .  Επομένως τα  ΟΑ, ΟΒ  είναι αποστή-
ματα των χορδών  ΔΓ,  ΖΕ  του κύκλου  (Ο, R)  και είναι ίσα, αφού  OA OB ρ= = .  
Άρα οι αντίστοιχες χορδές είναι ίσες, οπότε  ΔΓ ΖΕ=  . 
β. Είναι:   KA KB=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα 
     ΑΓ ΒΕ=  ,  ως μισά των ίσων τμημάτων  ΔΓ ,  ΖΕ 
Οπότε  ΚΓ ΚΕ=  ,  ως διαφορά ίσων τμημάτων. 

 

51    ÈÝìá   1752 

α. Η  ΡΟ  είναι διακεντρική ευθεία, οπότε είναι διχοτόμος της  ΑΡΒ  . 
Η ακτίνα ΟΛ είναι κάθετη στην εφαπτόμενη  ΓΔ ,  άρα  ΟΛ ΓΔ⊥  ,  οπότε  ΟΡ ΓΔ⊥  . 
Στο τρίγωνο  ΡΓΔ  το  ΡΛ  είναι ύψος και διχοτόμος του, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
β. Είναι:   ΡΑ ΡΒ=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα 
     ΡΓ ΡΔ=  ,  αφού το τρίγωνο  ΡΓΔ  είναι ισοσκελές 
Οπότε και  ΑΓ ΒΔ=  ,  ως διαφορές ίσων τμημάτων. 
γ. Είναι  ΓΑ ΓΛ=   και  ΔΒ ΔΛ=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα.   
Η περίμετρος του τριγώνου  ΡΓΔ  είναι  Π ΡΓ ΡΔ ΓΔ ΡΓ ΡΔ ΓΛ ΛΔ= + + = + + + ΡΓ ΡΔ ΓΑ ΔΒ ΡΑ ΡΒ= + + + = +  . 
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52    ÈÝìá   1544 

α. Επειδή  EZ // ΒΓ  ,  έχουμε  Β ΖΕΑ
∧ ∧

=   και  Γ ΕΖA
∧ ∧

= , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη .   

Είναι  B Γ
∧ ∧

=  ,  οπότε  ZEA EZA
∧ ∧

=  . Άρα το  τρίγωνο  ΑΕΖ  είναι ισοσκελές. 
β. Τα τρίγωνα  ΑΕΔ  και  ΑΖΔ  έχουν: 
  AE AZ=  ,  αφού το τρίγωνο  ΑΕΖ  είναι ισοσκελές 
  ΑΔ  κοινή  

  EAΔ ΔAΖ
∧ ∧

=  ,  αφού  ΑΔ  διχοτόμος  
Οπότε είναι ίσα  (ΠΓΠ). 

53    ÈÝìá   1595 

α. Είναι  AB AΓ=   και  ΓΔ ΑΒ= ,  οπότε  ΑΓ ΓΔ= .   

Άρα  ΔAΓ ΓΔA
∧ ∧

=  .   
β.   Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές και η  ΑΜ  είναι διάμεσος, θα είναι και ύψος.  
Είναι  Γx ΒΓ⊥   και  AM BΓ⊥  ,  οπότε  Γx // AM  .   

Επομένως  ΓΔΑ ΔΑΜ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ.   

  Από το  α.  ερώτημα έχουμε   ΔΑΓ ΓΔΑ=  . 

Άρα  ΔΑΜ ΔΑΓ
∧ ∧

=  ,  οπότε η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος της  MΑΓ
∧

 . 

54    ÈÝìá   1597 
α. Τα τρίγωνα  ΑΒΓ ,  ΑΔΕ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΔ=  
  ΑΓ ΑΕ=    

  1 2A A
∧ ∧

=    
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΓ ,  ΑΔΕ  είναι ίσα,  έχουμε  B Δ
∧ ∧

=  . 
Αφού οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες, προκύπτει  ΕΔ // ΒΓ  . 

55    ÈÝìá   1620 
α. Είναι:   MA MB=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα 
     ΜΑ ΜΓ=  , από υπόθεση 
Οπότε  MB MΓ=  . 

β.   Η διακεντρική ευθεία  ΜΟ  διχοτομεί τη γωνία  ΑΜΒ  ,  οπότε   ΑΜΟ ΒΜΟ=  . 
Είναι   ΓΜΔ ΑΜΟ=  , ως κατακορυφήν. 

Άρα  ΓMΔ ΒΜΟ
∧ ∧

=  . 

  Τα τρίγωνα  ΟΜΒ  και  ΜΓΔ  έχουν:   
  OM MΔ=   
  ΜΒ ΜΓ=    

  BMO ΓΜΔ
∧ ∧

=   

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ).  
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56    ÈÝìá   1793 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΑΔΓ  έχουν: 
  AB AΔ=   
  ΓΒ ΓΔ=  
  ΑΓ  κοινή.  

Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ) ,  άρα  ΒΓΑ ΑΓΔ
∧ ∧

=  .   

Επομένως η  ΓΑ  είναι η διχοτόμος της  BΓΔ
∧

 . 

β. Τα τρίγωνα  ΖΑΓ  και  ΕΑΓ  έχουν: 
  ΑΓ  κοινή 
   ΖΓΑ ΕΓΑ=  ,  αφού  ΓΑ  διχοτόμος 
   ΖΑΓ ΕΑΓ=  ,  ως αθροίσματα των ίσων γωνιών   ΖΑΒ ΕΑΔ=   και   ΒΑΓ ΔΑΓ=  . 
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ) ,  άρα  ΓΖ ΓΕ=  . 
γ. Έστω  Κ  το σημείο τομής της  ΓΑ  με τη  ΖΕ . 
  Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΓΒΔ  η  ΓΑ  είναι διχοτόμος του, οπότε είναι και ύψος του, άρα  ΓΑ ΒΔ⊥  . 
  Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΓΖΕ  το  ΓΚ  είναι διχοτόμος του, οπότε και ύψος, επομένως  ΓΚ ZE⊥  .   
Επειδή  ΓΚ ΒΔ⊥   και  ΓK ΕΖ⊥  ,  έχουμε  ΕΖ // ΒΔ  . 

57    ÈÝìá   1744 
α. Είναι:    ΑΖΗ Β=   και   ΑΗΖ Γ=  ,  ως εντός εναλλάξ 
       Β Γ=  ,  αφού  ΑΒ ΑΓ=  
Οπότε  ΑΖΗ ΑΗΖ=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΑΖΗ  είναι ισοσκελές με  ΑΖ ΑΗ=  . 
Επομένως  ΒΖ ΓΗ=  ,  ως διαφορές ίσων τμημάτων. 
β. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   
  ΑΒ ΑΓ=  
  ΑΔ ΑΕ=  ,  ως μισά ίσων τμημάτων 

  A
∧

  κοινή 

Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  ΖΒΘ ΗΓΚ
∧ ∧

=  .   
Τα τρίγωνα  ΖΒΘ  και  ΗΚΓ  έχουν:   ZB HΓ=   

        ΖΒΘ ΗΓΚ
∧ ∧

=    

        ΒΖΘ ΚΗΓ
∧ ∧

=  ,  ως παραπληρωματική ίσων γωνιών 
Άρα είναι ίσα. 
γ. Επειδή τα τρίγωνα  ΖΒΘ ,  ΗΚΓ  είναι ίσα, έχουμε  ZΘ KH=  .   
Οπότε  ZK ZΘ ΘΚ ΚΗ ΘΚ ΗΘ= + = + =  . 

58    ÈÝìá   1818 
α. Είναι  1 2Α Α=  ,  αφού  ΑΔ  διχοτόμος. 

Έχουμε:    1Α Ε=  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 
    2 1Α Ζ=  ,  ως εντός εναλλάξ 
Οπότε   1Ε Ζ=  ,  άρα το τρίγωνο  ΑΕΖ  είναι ισοσκελές. 
Είναι:    1Ε Ζ=   και   1 2Ζ Ζ=   άρα    2Ε Ζ=  

    2Ζ Λ=  , ως εντός εναλλάξ 
Οπότε   Ε Λ=  ,  άρα το τρίγωνο  ΒΛΕ  είναι ισοσκελές. 

Β Δ
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Ε
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Λ
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β. Τα τρίγωνα  ΒΜΛ ,  ΜΓΖ  έχουν: 
  MB ΜΓ=   

  1 2M M
∧ ∧

=    
   Γ ΜΒΛ=  ,  ως εντός εναλλάξ 
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ), άρα  ΒΛ ΓΖ=  . 

γ. Είναι  
α. β.

AE AZ AΓ ΓΖ ΑΓ ΒΛ= = − = −  . 

 

 
59    ÈÝìá   1700 

α. Είναι  o o o oA 180 40 70 70
∧

= − − =  .   

Οπότε  A B
∧ ∧

=  ,  άρα το τρίγωνο  ΓΑΒ  είναι ισοσκελές. 

β. Από το τρίγωνο  ΑΕΔ ,  έχουμε  o o o oAEΔ 180 20 70 90
∧

= − − = . 

60    ÈÝìá   1645 

α. Είναι  A Γ 2Β
∧ ∧ ∧

+ =   και  A 3Γ
∧ ∧

=  ,  οπότε    3Γ Γ 2Β 4 Γ 2Β Β 2Γ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧
+ = ⇔ = ⇔ =  . 

Έχουμε  ο ο ο οA B Γ 180 3Γ 2Γ Γ 180 6Γ 180 Γ 30
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ + = ⇔ + + = ⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε  ο oB 2 30 60
∧

= ⋅ =  . 

β. Είναι  οΓ 30
∧

=   και  οΒΕΒΑ 30
2

∧
∧

= =  .   

Στο τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι  o οΔΑΓ 90 Γ 60
∧ ∧

= − =  . 
Στο τρίγωνο  ΑΒΕ  είναι     οΑΕΒ Α ΕΒΑ 180+ + =  ο ο ο οΑΕΒ 90 30 180 ΑΕΒ 60⇔ + + = ⇔ =  . 

Στο τρίγωνο  ΑΕΖ  είναι     οΑZE ΖΑE ΑΕΖ 180+ + =  ο ο οΑZE 60 60 180⇔ + + = ⇔ οAΕΖ 60
∧

=  .   
Άρα το τρίγωνο  ΑΖΕ  είναι ισόπλευρο. 

61    ÈÝìá   1623 

α. Είναι:   oB 20 Γ
∧ ∧

= +    
       ο ο ο οΑ Β Γ 180 80 20 Γ Γ 180+ + = ⇔ + + + =  ο ο2Γ 80 Γ 40⇔ = ⇔ =  

Οπότε   ο ο οΒ 20 40 60= + =  . 

β. Είναι:   
 ο

o
1

Α 80A 40
2 2

∧
= = =    

     ο
1AΔΕ A 40

∧ ∧
= =  ,  ως εντός εναλλάξ 

      οΕΔΓ Β 60
∧ ∧

= =  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

62    ÈÝìá   1604 

α. Είναι:   B Γ
∧ ∧

=   
       ο ο οΑ Β Γ 180 40 Β Β 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Β 140 Β 70⇔ = ⇔ =  

Οπότε   οΓ 70=  . 

β. Είναι:   ΔΑΒ Δ
∧ ∧

=  ,  αφού  ΑΒ ΒΔ=  

      ο ο ο οΑΒΔ 180 Β 180 70 110= − = − =  

         ο ο οΔΑ Β Δ ΑΒΔ 180 ΔΑΒ ΔΑΒ 110 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2ΔΑΒ 70 ΔΑΒ 35⇔ = ⇔ =  

Οπότε  ο ο οΔΑ Γ 40 35 75
∧

= + =  . 

A

ΓB

E

Δ

1
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63    ÈÝìá   1602 

α. Είναι  B Γ
∧ ∧

=   και      ο ο οΑ Β Γ 180 50 Β Β 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Β 130 Β 65⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε και  Γ ο65= . 
β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΒΓΔ  είναι    οΒΔΓ Γ 65= =   και   
   ο ο ο οΔΒΓ ΒΔΓ Γ 180 ΔΒΓ 65 65 180+ + = ⇔ + + =  οΔΒΓ 50⇔ =  . 

Άρα  ΔBΓ A
∧ ∧

=  . 

64    ÈÝìá   1593 
α. Τα τρίγωνα  ΒΚΑ  και  ΓΚΑ  έχουν: 
  ΑΒ ΑΓ=  
  ΚΒ ΚΓ=  
  ΑΚ  κοινή 
Οπότε είναι ίσα (ΠΠΠ). 

β. Είναι:   ΑΚ  διχοτόμος, άρα  οΑΒΑΚ 40
2

∧
∧

= =  

     ΚΑ ΚΒ=  ,  άρα  οAΒΚ ΒΑΚ 40
∧ ∧

= =  

     ΚΑ ΚΓ=  ,  άρα  οAΓΚ ΚΑΓ 40
∧ ∧

= =  
γ. Στο τρίγωνο  ΑΚΒ  είναι   ο ο ο οΑΚΒ 180 40 40 100= − − = . 
Στο τρίγωνο  ΑΚΓ  είναι   ο ο ο οΑΚΓ 180 40 40 100= − − = . 

Οπότε  ο ο ο οΒΚΓ 360 AΚΒ AΚΓ 360 100 100
∧ ∧ ∧

= − − = − − ο160=  . 

65    ÈÝìá   1541 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ ,  ΕΔΒ  έχουν: 
  ΒΔ κοινή 
   1 2Β Β=  ,  αφού  ΒΔ  διχοτόμος 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΕ ΑΒ=  . 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΔ , ΕΔΒ  είναι ίσα, έχουμε   ΒΔΕ ΒΔΑ= οΒΔΕ 55
∧

 =  .   

Οπότε:   ο ο ο οΓΔΕ 180 55 55 70
∧

= − − =    

     ο ο ο οΓ 90 ΓΔ Ε 90 70 20
∧ ∧

= − = − =  . 

66    ÈÝìá   1693 

α. Επειδή  ΔΕ // ΑΒ   και  ΑΒ ΑΓ⊥ ,  είναι  ΔΕ ΑΓ⊥  .   
Oπότε το τρίγωνο ΓΔΕ  είναι ορθογώνιο. 

β. Είναι:      ο
οΑ 90ΔΑΕ ΔΑΒ 45

2 2
= = = =  

     οAΔΕ ΔΑB 45
∧ ∧

= = ,   ως εντός εναλλάξ 

γ. Έχουμε  oΒ 20 Γ
∧ ∧

= +  .   

Είναι  oΒ Γ 90
∧ ∧

+ = o o ο o20 Γ Γ 90 2Γ 70 Γ 35
∧ ∧ ∧ ∧

⇔ + + = ⇔ = ⇔ = .   

Άρα  ο ο ο οEΔΓ 90 Γ 90 35 55
∧ ∧

= − = − =  . 
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67    ÈÝìá   1590 
α. Έστω  Κ  το σημείο τομής της  ΑΒ  με την  ΕΓ .   

Είναι  ω AΚΓ
∧∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ και  AΚΓ φ θ
∧ ∧∧

= +  ,   

αφού η  ΑΚΓ   είναι εξωτερική στο τρίγωνο  ΑΚΕ . 
Οπότε   ω φ θ= +   . 

β. Είναι:    ω ΖΕΓ=  , ως εντός εναλλάξ 
    φ ΑΕΖ=  , ως εντός εναλλάξ 

Οπότε  θ ΖΕΓ ΖEΑ ω φ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = +  . 

68    ÈÝìá   1552 
Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές διότι  ΟΑ ΟΒ=   ως ακτίνες του ίδιου κύκλου. 
Άρα   1 1Α Β=  . 
Στο τρίγωνο  ΟΑB  είναι   

         ο
ο ο ο

1 1 1 1 1 1
180 ΟΟ Α Β 180 Α Β 180 Ο 2Β 180 Ο Β

2
−+ + = ⇔ + = − ⇔ = − ⇔ =  ,  (1) 

Το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές διότι  ΟΓ ΟΔ=  , ως ακτίνες του ίδιου κύκλου. 
Άρα   1 1Γ Δ=  . 

Στο τρίγωνο  ΟΓΔ  είναι           ο
ο ο ο

1 1 1 1 1 1
180 ΟΟ Γ Δ 180 Γ Δ 180 Ο 2Δ 180 Ο Δ

2
−+ + = ⇔ + = − ⇔ = − ⇔ =  ,  (2) . 

Από τις  (1)  και  (2)  έχουμε   1 1Β Δ=  . 
Αφού επιπλέον είναι εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη, προκύπτει  ΑΒ // ΓΔ  . 

69   ÈÝìá   1594 

α. i.  Επειδή  ΔΕ // ΒΓ   έχουμε: 
   ΕΔΒ ΔΒΓ=  ,  ως εντός εναλλάξ 
   ΕΔΑ Γ=  ,  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη 

ii.  Είναι  AΔE ΕΔΒ
∧ ∧

=  ,  αφού  ΔΕ  διχοτόμος της  ΑΔΒ  , οπότε  Γ ΔΒΓ
∧ ∧

=  .   

Άρα το  
Δ

ΒΔΓ   είναι ισοσκελές. 

β. Η  ΑΔΒ   είναι εξωτερική στο τρίγωνο  ΒΔΓ ,  άρα  ο οΑΔΒ ΔΒΓ Γ 60 2Γ Γ 30
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + ⇔ = ⇔ = . 

70    ÈÝìá   1554 

α. Είναι  εξA Β Γ 2Β Β Γ Β Γ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + ⇔ = + ⇔ =  .  
Οπότε  το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με  AB ΑΓ=  . 

β. Είναι:   οAΔΒ 80
∧

=   
     ΔΑ ΔΒ=  ,  αφού το  Δ  ανήκει στη μεσοκάθετο του  ΑΒ 

Οπότε  A Α ΒΔ
∧ ∧

=  . 

Στο  
Δ

Α ΒΔ   είναι      ο ο οΑ ΑΒΔ ΑΔΒ 180 Α Α 80 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Α 100 Α 50⇔ = ⇔ =  . 

Στο  
Δ

Α ΒΓ  είναι       ο ο ο οA Β Γ 180 50 Β Β 180 2Β 130+ + = ⇔ + + = ⇔ =  οΒ 65⇔ = . 

Οπότε και  οΓ 65
∧

=  . 
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71    ÈÝìá   1576 

α. Είναι  ΓΔ ΟΒ ΟΔ ΟΕ ρ= = = = .   

  Το τρίγωνο  ΔΓΟ  είναι ισοσκελές, άρα οΔΟΓ ΔΓΟ 15
∧ ∧

= = .   

  Στο τρίγωνο  ΔΓΟ ,  η γωνία ΟΔΕ
∧

  είναι εξωτερική, οπότε  
ο ο οΟΔΕ 15 15 30

∧
= + =  .   

β.   Το τρίγωνο ΟΔΕ  είναι ισοσκελές, οπότε  οΕ ΟΔΕ 30
∧ ∧

= =  .   

    Στο τρίγωνο  ΟΕΓ  η  BOE
∧

  είναι εξωτερική, οπότε    ο ο οΒΟΕ x Γ Ε 15 30 45
∧

= = + = + =  . 

72    ÈÝìá   1607 

α. Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με βάση τη  ΒΓ ,  οπότε  B Γ
∧ ∧

=   και   
    ο ο οΑ Β Γ 180 40 Β Β 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Β 140 Β 70⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε και   οΓ 70= . 

Είναι:    ο ο ο οΑΒΔ 180 Β 180 70 110
∧ ∧

= − = − =  .   

  ο ο ο οAΓE 180 Γ 180 70 110
∧ ∧

= − = − =  . 

β. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν: 
  AB AΓ=   
  ΒΔ ΓΕ=  

  ABΔ ΑΓΕ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

γ. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  είναι ίσα, έχουμε  ΑΔ ΑΕ=  .   
Άρα το τρίγωνο  ΔΑΕ  είναι ισοσκελές. 

73    ÈÝìá   1572 

α. Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, οπότε  B Γ
∧ ∧

= . 
i. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΒΔ  και  ΗΓΕ  έχουν:   
  ΒΔ ΓΕ=    

  ΔΒΖ ΗΓΕ
∧ ∧

=  ,  ως κατακορυφήν των ίσων γωνιών  Β   και  Γ  
Οπότε είναι ίσα, άρα  BZ ΓΗ=  . 

ii. Είναι  
α.i.

AZ AB BZ AΓ ΓΗ ΑΗ= + = + =  .   
Άρα το τρίγωνο ΑΖΗ  είναι ισοσκελές. 

β. Το τρίγωνο  ΑΖΗ  είναι ισοσκελές, οπότε  Z H
∧ ∧

=  . 
Στο τρίγωνο  ΑΖΗ  είναι      ο ο οΑ Ζ Η 180 50 Ζ Ζ 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Ζ 130 Ζ 65⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε και  oH 65
∧

= . 

74    ÈÝìá   1699 

α. Έστω  Δ ,  Ε  τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ και  ΔΖ ΒΓ⊥  ,  ΕΗ ΒΓ⊥  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΒΔ  και  ΗΓΕ  έχουν:   
  ΔΒ ΕΓ=   

  B Γ
∧ ∧

=  ,  αφού  το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.  
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΔΖ ΕΗ=  . 

β. Είναι  οA B Γ 180
∧ ∧ ∧

+ + = ⇔ ο ο75 Β Β Β 180
∧ ∧ ∧

+ + + = o o3B 105 B 35
∧ ∧

⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε  οΓ Β 35
∧ ∧

= =   και  o ο ο οA 75 B 75 35 110
∧ ∧

= + = + =  . 
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75    ÈÝìá   1636 

α. H  ΡΟ  είναι διακεντρική ευθεία, οπότε είναι η διχοτόμος της γωνίας  Ρ
∧

 . 
Η ακτίνα ΟΜ είναι κάθετη στην εφαπτόμενη ΔΓ, οπότε  OM ΔΓ⊥  .   
Στο τρίγωνο  ΡΔΓ  η  ΡΜ  είναι διχοτόμος και ύψος, οπότε το τρίγωνο  ΡΔΓ   
είναι ισοσκελές. 
β. Είναι  OA AΡ⊥   και  ΟΒ ΒΡ⊥  ,  οπότε    οΑ Β 90= = .   
Στο τετράπλευρο  ΟΑΡΒ  είναι   

οO A Ρ Β 360
∧ ∧ ∧ ∧

+ + + = ⇔ o o o o ο ο oO 90 40 90 360 O 220 360 O 140
∧ ∧ ∧

+ + + = ⇔ + = ⇔ =  . 

76    ÈÝìá   1639 

α.   Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι  o ο ο οE 90 Δ 90 30 60
∧ ∧

= − = − =  .   

Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ο ο ο οΓ 90 Β 90 30 60
∧ ∧

= − = − = . 
  Στο τετράπλευρο ΑΕΖΓ είναι 
    ο ο ο ο οΑ Ε Ζ Γ 360 90 60 Ζ 60 360+ + + = ⇔ + + + =  ο οΖ 210 360⇔ + = ⇔ o ο οZ 360 210 Z 150

∧ ∧
= − ⇔ = . 

β.   Eίναι  οΔ 30
∧

=   και    ο ο ο οEZΓ ΔΖΓ 180 150 ΔΖΓ 180 ΔΖΓ 30
∧

+ = ⇔ + = ⇔ = .   

Άρα  Δ ΔΖΓ
∧ ∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΓΖΔ  είναι ισοσκελές. 

  Είναι  οEZB ΓΖΔ 30
∧ ∧

= =   και  οΒ 30
∧

=  ,  οπότε  EZB Β
∧ ∧

=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΕΒΖ  είναι ισοσκελές. 

77    ÈÝìá   1556 

α. Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, οπότε  B Γ
∧ ∧

=  .   

Άρα  1 1B Γ
∧ ∧

=   ως συμπληρώματα ίσων γωνιών.  
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   ΑΒ ΑΓ=    

          1 1B Γ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΔ ΓΕ=  . 
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  είναι ίσα ,  έχουμε  ΑΔ ΑΕ=  ,  οπότε    ΑΔΕ ΔΕΑ=  . 
Είναι     οΔΑΕ 360 ΒΑΓ ΔΑΒ ΕΑΓ= − − − ο ο ο ο ο360 80 90 90 100= − − − =  . 
Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι      ο ο οΔΑΕ ΑΔΕ ΔΕΑ 180 100 ΑΔΕ ΑΔΕ 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2ΑΔΕ 80 ΑΔΕ 40⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε και   οΑΕΔ 40=  . 

78    ÈÝìá   1641 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΓΔ  και  ΒΓΕ  έχουν:   
  ΑΔ ΒΓ=    
  ΑΓ ΒΕ=   
Οπότε είναι ίσα. 
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΓΔ ,  ΒΓΕ  είναι ίσα, έχουμε: 
    οΑΔ Γ ΕΓΒ 40= =   
  ΓΔ ΓΕ=    
Οπότε το τρίγωνο  ΔΓΕ  είναι ισοσκελές. 
Στο τρίγωνο  ΔΑΓ  είναι    οΑΔΓ ΑΓΔ 90+ =  ο ο ο40 ΑΓΔ 90 ΑΓΔ 50⇔ + = ⇔ = . 

Είναι   ο ο ο οΔΓΑ ΕΓΒ ΔΓ Ε 180 50 40 ΔΓ Ε 180
∧ ∧

+ + = ⇔ + + = ⇔ οΔΓΕ 90
∧

= . 
Άρα το τρίγωνο  ΔΓΕ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 
 
 
 



 

 

Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου 21

Εκδόσεις Μπάρλας

79    ÈÝìá   1661 

α. Επειδή  ΑΒ ΑΓ=  ,  το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, άρα η διάμεσος  ΑΔ  είναι ύψος και διχοτόμος του 
τριγώνου. Επειδή η  ΑΔ  είναι διχοτόμος του τριγώνου  ΑΒΓ ,  είναι    οΔΑΓ ΒΑΔ 30= =  ,  οπότε   οΑ 60=  . 
Είναι        ο ο ο ο οΑ Β Γ 180 60 Β Β 180 2Β 120 Β 60+ + = ⇔ + + = ⇔ = ⇔ =  .   
Οπότε και   οΓ 60=  . 
Για το τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει     οΑ Β Γ 60= = =  ,  άρα είναι ισόπλευρο. 

β. Επειδή  ΑΔ ΑΕ=   το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές, οπότε   ΑΔΕ ΑΕΔ=  . 
Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  έχουμε: 
    ο ο ο οΔΑΕ ΑΔΕ ΑΕΔ 180 30 2ΑΔΕ 180 ΑΔΕ 75+ + = ⇔ + = ⇔ =  ,  οπότε και   οΑΕΔ 75=  . 

γ. Είναι     ο ο οΕΔΓ ΑΔΓ ΑΔΕ 90 75 15= − = − = . 

80    ÈÝìá   1640 

α.   Επειδή  ΑΔ ΑΖ=  ,  έχουμε   Δ ΔΖΑ=  . 
Στο τρίγωνο  ΑΔΖ ,  είναι: 
     ο ο ο ο οΑ Δ ΔΖΑ 180 70 2Δ 180 2Δ 110 Δ 55+ + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  .   
Οπότε    οΔΖΑ Δ 55= =  . 
  Οι γωνίες  Α   και  Β   είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΔ, ΒΕ που τέμνονται από την ΑΒ, 
οπότε είναι παραπληρωματικές.  
Άρα     ο ο ο οΑ Β 180 70 Β 180 Β 110+ = ⇔ + = ⇔ =  . 
  Επειδή  ΒΕ ΒΖ=  ,  έχουμε   ΕΖΒ Ε=  . 
Στο τρίγωνο  ΒΕΖ ,  είναι       ο ο ο ο οΒ Ε ΕΖΒ 180 110 2Ε 180 2Ε 70 Ε 35+ + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  . 
Οπότε    οΕΖΒ Ε 35= =  . 

β. Είναι    ο ο ο ο οΔΖΕ 180 ΔΖΑ ΕΖΒ 180 55 35 90= − − = − − =  . 

81    ÈÝìá   1605 

α.  i.  Είναι        ο ο ο ο ο οΑ Β Γ 180 90 20 Γ Γ 180 2Γ 70 Γ 35+ + = ⇔ + + + = ⇔ = ⇔ =  . 
Οπότε   ο ο ο οΒ 20 Γ 20 35 55= + = + =  . 

ii. Επειδή η  ΑΔ  είναι διχοτόμος της γωνίας  Α  ,  ισχύει ότι    οΒΑΔ ΔΑΓ 45= =  . 
Είναι:     οω ΒΑΔ 45= =  ,  ως εντός εναλλάξ   

    οφ Β 55= =  ,  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

β. Είναι  οΔΑΕ ΑΔΕ 45
∧ ∧

= =  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΕΔ  είναι ισοσκελές. 

82    ÈÝìá   1689 
α. Είναι     οΑ Β Γ 60= = =   και   ο ο ο οΔΑΕ 180 Α 180 60 120= − = − =  . 
Επειδή το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές, ισχύει ότι   ΑΔΕ Ε=  . 
Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  έχουμε      ο ο οΑΔΕ Ε ΔΑΕ 180 2ΑΔΕ 120 180+ + = ⇔ + =  ο ο2ΑΔΕ 60 ΑΔΕ 30⇔ = ⇔ = . 
Οπότε και   οΕ 30=  . 
β. Είναι    οΑΔΕ ΖΔΓ 30= =  ,  ως κατακορυφήν και   οΓ 60=  . 
Στο τρίγωνο  ΔΖΓ  έχουμε      ο ο ο ο oΖΔΓ ΔΖΓ Γ 180 30 ΔΖΓ 60 180 ΔΖΓ 90+ + = ⇔ + + = ⇔ =  , άρα  ΕΖ ΒΓ⊥  . 
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83    ÈÝìá   1603 

α. Στο τρίγωνο  ΔΕΓ  είναι  oE 90
∧

=   και  ο ο ο οΕΔ Γ 90 Γ 90 40 50
∧ ∧

= − = − =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  o οB 90 Γ 50
∧ ∧

= − =  .   

Είναι  ο ο ο οAΔΕ 180 ΕΔΓ 180 50 130
∧ ∧

= − = − =  .   

Οπότε στο  ΑΔΕΒ  έχουμε  oA E 90
∧ ∧

= =  ,  oB 50
∧

=   και  οΔ 130
∧

=  . 

84    ÈÝìá   1596 

α. i.  Είναι  
 ο

εξ οΑ 120AΒΔ ΒAx 60
2 2

∧ ∧
= = = = , ως εντός εναλλάξ.   

ii. Είναι   ο ο ο ο
εξΒΑΔ 180 Α 180 120 60= − = − =  . 

Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  έχουμε  
   ο ο ο οΒΑΔ ΑΒΔ ΑΔΒ 180 60 60 ΑΔΒ 180+ + = ⇔ + + =  οΑΔΒ 60⇔ =  

Άρα   ΑΒΔ ΑΔ Β=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι ισόπλευρο. 

iii. Είναι  ΑΓ ΑΒ ΑΓ ΑΔ ΔΓ− = − =  .  

β. Είναι:   ο οBΔΑ 2Γ 60 2Γ Γ 30
∧ ∧ ∧ ∧

= ⇔ = ⇔ =   

     οAΔΒ 60
∧

=  ,  οπότε  ο ο οΒΔΓ 180 60 120
∧

= − =  

       ο ο ο ο οΔΒΓ 180 ΒΔ Γ Γ 180 120 30 30= − − = − − =  

85    ÈÝìá   1565 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  Α Β Γ′ ′ ′   έχουν:  
  AB A B′ ′=  
  ΑΓ Α Γ′ ′=  

  A A
∧ ∧

′=    
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Επειδή τα τρίγωνα είναι ισοσκελή έχουμε  Β Γ
∧ ∧

=   και  Β Γ
∧ ∧
′ ′= .   

Επειδή  B B
∧ ∧

′=  ,  έχουμε   Γ Γ′=  .  

Επειδή τα τρίγωνα έχουν τις δύο γωνίες τους ίσες θα έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες, δηλαδή  A A
∧ ∧

′=  .   
Τα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  A B Γ′ ′ ′   έχουν:   
  ΑΓ Α Γ′ ′=   

  Γ Γ
∧ ∧

′=   

  A A
∧ ∧

′=   
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ). 

86    ÈÝìá   1682 
α. Τα τρίγωνα  ΑΕΖ  και  ΑΒΔ  έχουν:   
  ΑΕ ΑΒ=   
  ΑΖ ΑΔ=    

  EAZ ΔAB
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 
β. Είναι:   
    ο ο οΔΑΒ ΒΑΕ 120 60 180+ = + =  ,  οπότε τα  Δ, Α  και  Ε  είναι συνευθειακά. 

  οΒΕΑ 60
∧

=   και  οΖΔΑ 60
∧

=  ,  οπότε  ΒΕΑ ΖΔΑ
∧ ∧

= . 
Επειδή οι εντός εναλλάξ γωνίες  ΒΕΔ   και  ΖΔΕ   είναι ίσες, έχουμε  ΕΒ / /ΖΔ  . 
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87    ÈÝìá   1851 
α. Είναι  ο

1Β̂ 70=   και   ο ο2ΓΕΒ 70 ΓΕΒ 35= ⇔ =  . 

Η  ΒΕ  είναι διχοτόμος της   εξΒ   άρα    ο
2 1Β Β 70= =  .  

Η γωνία   2Β   είναι η εξωτερική του τριγώνου  ΕΒΓ , άρα      ο ο ο
2Β EΓΒ ΓΕΒ 70 ΕΓΒ 35 ΕΓΒ 35= + ⇔ = + ⇔ =  . 

Δηλαδή    οΕΓΒ ΓΕΒ 35= =  , άρα το τρίγωνο ΓΒΕ είναι ισοσκελές. 

β.   Η  ΒΕ  είναι εξωτερική διχοτόμος, άρα    ο ο
εξ 1B 2B 2 70 140= = ⋅ =  ,  οπότε  ο ο οΒ 180 140 40= − =  . 

  Η  ΓΕ  διχοτομεί τη γωνία  Γ  ,  άρα    οΓ 2ΕΓΒ 70= =  . 
  Είναι      o ο ο ο οΑ Β Γ 180 Α 40 70 180 Α 70+ + = ⇔ + + = ⇔ = . 

 
 

88    ÈÝìá   1708 

α. i. Στο τρίγωνο  ΑΒΕ ,  το  ΑΔ  είναι ύψος και διάμεσος. Οπότε το τρίγωνο  ΑΒΕ  είναι ισοσκελές. 

ii. Το τρίγωνο  ΑΒΕ  είναι ισοσκελές, οπότε  oΑEB B 50
∧ ∧

= =  .  

Είναι     οΕΑΒ Β ΑΕ Β 180+ + =  ο ο οΕΑΒ 50 50 180⇔ + + = ⇔ oEAB 80
∧

=  .   

Οπότε  ο ο οΓΑΕ ΓΑΒ ΕΑΒ 90 80 10
∧ ∧ ∧

= − = − =  . 

β. Είναι:   oZ 90
∧

=  

     οZEΓ ΑΕΒ 50
∧ ∧

= =  

      ο ο ο οΖΓΕ Ζ ΖΕ Γ 180 ΖΓΕ 90 50 180+ + = ⇔ + + = οZΓΕ 40
∧

⇔ =  

89    ÈÝìá   1819 
α. Είναι  ΑΒ ΒΓ ΓΑ ΒΔ ΓΕ= = = = .  
Από τα ισοσκελή τρίγωνα  ΓΑΕ  και  ΒΔΑ  έχουμε αντίστοιχα: 

  ο ο oAΓE 180 60 120
∧

= − =   

  
ο ο ο

ο180 120 60ΓΑΕ ΑΕΓ 30
2 2

∧ ∧ −= = = =   

  ο ο οΑΒΔ 180 60 120
∧

= − =  

  
ο ο ο

ο180 120 60ΒΑΔ ΒΔΑ 30
2 2

∧ ∧ −= = = =  

β. Είναι:     ο ο ο οΖΑΕ 180 ΔΑΕ 180 120 60= − = − =  
    ο ο οΑΕΖ 90 30 60= − =  
Οπότε   ΖΑΕ ΑΕΖ=  ,  άρα  ΖΑ ΖΕ= . 
Επειδή  ΖΑ ΖΕ=   και  ΓΑ ΓΕ=   τα  Γ ,  Ζ  ανήκουν στη μεσοκάθετο του  ΑΕ .  
Άρα  η  ΓΖ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΕ . 

γ. Είναι:    ΓΖ ΑΕ⊥  ,  αφού η  ΓΖ  μεσοκάθετη του  ΑΕ 
     ο ο οΒΑΕ 60 30 90= + =  ,  άρα  ΒΑ ΑΕ⊥  
Επομένως  ΑΒ // ΓΖ  . 
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90    ÈÝìá   1707 

α. Η  ΜΕ  είναι η μεσοκάθετος του  ΒΓ ,  οπότε  ΕΒ ΕΓ=  ,  άρα το τρίγωνο  ΕΒΓ  είναι ισοσκελές. 

β. Επειδή το  Ε  ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας  A
∧

 ,  θα ισαπέχει από τις πλευρές της 
γωνίας, οπότε  ΕΘ ΕΖ=  .  Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΘΒΕ  και  ΖΓΕ  έχουν: 
  EB EΓ=    
  ΕΘ ΕΖ=   
Οπότε είναι ίσα. 

γ. Επειδή τα τρίγωνα  ΘΒΕ  και  ΖΓΕ  είναι ίσα, έχουμε   ΑΓΕ ΘΒΕ= .  

Οπότε    οAΓΕ AΒΕ ΘΒΕ ΑΒΕ 180
∧ ∧

+ = + =  . 

91    ÈÝìá   1792 

α. Η  ΖΔΓ
∧

  είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο  ΑΕΔ ,  οπότε  ο AZΔΓ ΔΕΑ ΕΑΔ 90
2

∧
∧ ∧ ∧

= + = +  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΖΔ  η  ΑΕ  είναι διχοτόμος και ύψος, άρα είναι και διάμεσος.  
Οπότε η  ΑΕ  είναι μεσοκάθετος του  ΖΔ .  
Επειδή το  Κ  ανήκει στη μεσοκάθετο του  ΖΔ ,  έχουμε  KZ ΚΔ=  . 

γ. Στο τρίγωνο  ΔΗΓ  είναι  οZHΓ 180 ΖΔΓ Γ
∧ ∧ ∧

= − − = o o ο οA A180 (90 ) Γ 180 90 Γ
2 2

∧ ∧
∧ ∧

= − + − = − − −  

              
    ο

o A 180 Α 2Γ Β Γ 2Γ Β Γ90 Γ
2 2 2 2

∧ ∧ ∧
∧ − − + − −= − − = = =  

92    ÈÝìá   1828 

α.   Στο ισόπλευρο τρίγωνο  ΑΒΓ  το ύψος  ΓΕ  είναι και διάμεσος , οπότε το  Ε  είναι το μέσο της  ΑΒ .   

Οπότε  ΒΓ ΑΒΒΔ ΒΔ ΒΔ ΒΕ
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

Άρα  το τρίγωνο  ΒΔΕ  είναι ισοσκελές. 

  Είναι:    οAΘΖ Β 60
∧

= =  ,   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 
     οΑΖΘ Γ 60= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 
    οΑ 60=  
Άρα  το τρίγωνο  ΑΘΖ  είναι ισόπλευρο. 

β. Το τρίγωνο  ΒΔΕ  είναι ισοσκελές με   Δ ΔΕΒ=   και η  Β   είναι εξωτερική γωνία, οπότε   

    οΒ Δ ΔΕ Β 60 Δ Δ= + ⇔ = +  ο ο2Δ 60 Δ 30⇔ = ⇔ = . 

Οπότε και   οΔΕ Β 30= . 

Είναι:   ο ο ο οΕΘΖ 180 AΘΖ 180 60 120
∧ ∧

= − = − =  

    οΘΕΖ ΔΕΒ 30
∧ ∧

= =  

     οΘΖΕ Δ 30
∧

= = , ως εντός εναλλάξ 

γ. Επειδή:   ΘΕΖ ΘΖΕ
∧ ∧

=   το τρίγωνο  ΘΕΖ  είναι ισοσκελές , οπότε  ΘΖ ΘΕ=   
      ΑΘ ΘΖ=  , αφού το τρίγωνο  ΑΘΖ  είναι ισόπλευρο έχουμε   ΑΘ ΘΕ=   
Άρα  ΑΕ ΑΘ ΘΕ 2ΑΘ 2ΘΖ= + = = . 

δ. Είναι:   ΑΒ 2ΑΕ 2 2ΘΕ 4ΘΕ= = ⋅ = ,  άρα  3ΑΒ 12ΘΕ=  
     ΘΒ ΕΘ ΕΒ ΕΘ ΑΕ 3ΘΕ= + = + =  ,  άρα  4ΘΒ 12ΘΕ=  
Οπότε  3AB 4ΘΒ= . 
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93    ÈÝìá   1888 

α. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές και η  ΑΜ  είναι διάμεσος, θα είναι και ύψος.  
Αφού  AM ΒΓ⊥   και  ΔΓ ΒΓ⊥  ,  προκύπτει  AM // ΓΔ  . 

β. Είναι:   ΓΔ ΑΒ=   και  ΑΒ ΑΓ=  ,  οπότε  ΓΔ ΓΑ= ,  άρα  ΓΑΔ ΓΔΑ
∧ ∧

=    

     ΓΔΑ ΔΑΜ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

Άρα  ΓΑΔ ΔΑΜ
∧ ∧

=  ,  οπότε η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος της  MAΓ
∧

 . 

γ. Είναι  
ο

οΜΑΓ 90 Γ ΓΔΑΓ 45
2 2 2

∧ ∧ ∧
∧ −= = = − o B45

2

∧

= −  ,  αφού το τρίγωνο  ΜΑΓ  είναι ορθογώνιο και  B Γ
∧ ∧

=  . 

δ. Από την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο  ΑΓΔ  είναι:  ΑΔ ΑΓ ΓΔ ΑΔ ΑΒ ΑΒ ΑΔ 2ΑΒ< + ⇔ < + ⇔ < . 

94    ÈÝìá   1874 
α. Φέρουμε τις  ΟΒ  και  ΟΓ .  Τα τρίγωνα  ΟΑΒ  και  ΟΑΓ  είναι 

 ισόπλευρα, οπότε  ο ο οΒΑΓ ΒΑΟ ΟΑΓ 60 60 120
∧ ∧ ∧

= + = + =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΟ  είναι  ο ο οΔ 90 60 30
∧

= − =   και   
ο ο οΒΟΔ 90 60 30

∧
= − =  .   

Άρα  Δ ΒΟΔ
∧ ∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΒΟΔ  είναι ισοσκελές με  ΒΔ ΒΟ=  . 
Επομένως  ΒΔ ΒΑ=  ,  άρα το  Β  είναι το μέσο του  ΑΔ .  
Όμοια το  Γ  είναι το μέσο του  ΑΕ . 
γ.  Είναι   οΑΟΓ 60=   και   οΒΟΑ 60=   επειδή τα τρίγωνα  ΑΟΓ  και  ΑΟΒ  είναι ισόπλευρα.  
Οπότε:      ο ο οΚΟΓ ΚΟΑ ΑΟΓ 90 60 150= + = + =  
      ο ο οΒΟΛ ΒΟΑ ΑΟΛ 60 90 150= + = + =  
Άρα οι επίκεντρες γωνίες  ΚΟΓ   και  ΒΟΛ   είναι ίσες.  
Οπότε τα τόξα  ΚΓ   και  ΒΛ   είναι ίσα, άρα και οι αντίστοιχες χορδές  ΚΓ  και  ΛΒ  είναι ίσες, δηλαδή  ΚΓ ΛΒ=  . 

95    ÈÝìá   1894 

α. i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο:   
Δ

Α ΒΓ   έχουμε     ο οΒ Γ 90 Β 90 Γ+ = ⇔ = −  

   
Δ

Δ Ε Γ   έχουμε    οΔΕ Γ Γ 90+ = ⇔  οΔΕ Γ 90 Γ= −  

Οπότε  B ΔΕΓ
∧ ∧

=  . 

ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΡΔΕ  και  ΚΔΒ  έχουν:   

  ΔΕΓ Β
∧ ∧

=    
  ΔΡ ΔΚ=  ,  αφού η ΑΔ είναι διχοτόμος της  Α   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΔΕ ΔΒ=  .  

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΕΓ  και  ΔΒΖ  έχουν: 
   ΔΕΓ Β=  , από το α.i. 
  ΔΕ ΔΒ=  , από το α.ii. 
Οπότε τα τρίγωνα είναι ίσα, άρα  ΔΓ ΔΖ=  .  
Επομένως, το τρίγωνο  ΔΓΖ  είναι ισοσκελές και ορθογώνιο.  
Άρα   ΔΓΖ ΔΖΓ=   και     ο ο οΔΓΖ ΔΖΓ 90 2ΔΓΖ 90 ΔΓΖ 45+ = ⇔ = ⇔ =  . 
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96    ÈÝìá   1849 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΑΕ  και  ΓΑΖ  έχουν:   ΑΒ ΑΓ=    

        BAE ΓAZ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΕ ΑΖ=  .   
Επομένως το τρίγωνο  ΕΑΖ  είναι ισοσκελές. 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΒ  και  ΑΔΓ  έχουν:   AB ΑΓ=    
        ΑΔ  κοινή 

Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΑΔ ΔΑΓ
∧ ∧

= .  

Επομένως η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος της x Ax
∧

′ . 

γ. Έστω  Κ  το σημείο τομής των  ΑΔ  και  ΒΓ .   
Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  η  ΑΚ  είναι διχοτόμος άρα και ύψος. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΚΓ  είναι     ο οΓΑΚ ΑΓΚ 90 ΓΑΔ 90 ΑΓΚ+ = ⇔ = −  . 

Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με βάση την  ΒΓ ,  οπότε   ΑΓΒ ΑΒΓ=  . 
Είναι     ο ο οΓΒΔ 90 ΑΒΓ 90 ΑΓΒ 90 ΑΓΚ= − = − = −  . 
Άρα   ΓΑΔ ΓΒΔ=  . 

 

 

97    ÈÝìá   1538 
α. Είναι:    1 2Δ Δ=  ,  αφού η  ΒΕ  διχοτόμος 
       1 2E Δ=  ,  ως εντός εναλλάξ.  
Οπότε   1 1Δ Ε=   άρα το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές. 
β. Έχουμε:   ΑΔ ΑΕ=  , αφού το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές 
     AB 2AΔ ΑΒ 2ΑΕ= ⇔ =   
Οπότε το  Ε  είναι το μέσο του  ΑΒ . 

98    ÈÝìá   1610 

α. Είναι  ο οHΒΖ 180 Β 180 Δ ΕΔΘ
∧ ∧ ∧ ∧

= − = − =  . 

β. Είναι:    ΓΖΕ ΑΕΖ=  ,  ως εντός εναλλάξ   
      ΒΖΗ ΓΖΕ=  ,  ως κατακορυφήν 
    ΔΕΘ ΑΕΖ=  ,  ως κατακορυφήν 
Οπότε  ˆΒΖΗ ΔΕΘ=  . 

γ. Είναι ΑΔ ΒΓ=   και  ΑΕ ΓΖ=  . 
Οπότε  ΔΕ ΑΔ ΑΕ ΒΓ ΓΖ ΒΖ= − = − =  . 
Τα τρίγωνα ΔΕΘ και ΒΖΗ έχουν: 
  ΔΕ ΒΖ=  
   ΗΒΖ ΕΔΘ=  
   ΒΖΗ ΔΕΘ=  
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ) , άρα  ΒΗ ΘΔ=  . 
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99   ÈÝìá   1637 
α. Είναι:      ο

1 1Α Β Γ 60= = =  
    ο ο ο ο

1ΑΓΔ 180 Γ 180 60 120= − = − =  
   ΓΑ ΓΔ=  , άρα   2 1Α Δ=  
Στο τρίγωνο  ΑΓΔ  είναι      ο ο ο

1 2 1 1ΑΓΔ Δ Α 180 120 Δ Δ 180+ + = ⇔ + + =  ο ο
1 12Δ 60 Δ 30⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε    ο
2 1A Δ 30= =   και  ο ο οΒΑΔ 60 30 90= + = . 

β. Eίναι:    οΒΑΔ 90=  ,  οπότε  ΒΑ ΑΔ⊥   και  ΕΔ ΑΔ⊥  ,  άρα  ΑΒ // ΔΕ    

     ΒΓ ΔΕ ΑΒ ΔΕ= ⇔ =   

Άρα  το  ΑΒΔΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

100    ÈÝìá   1654 

α. Επειδή τα  ΑΒΔΓ  και  ΒΔΕΖ  είναι παραλληλόγραμμα έχουμε  ΑΓ // ΒΔ=   και  ΒΔ // ΖΕ=   αντίστοιχα. 
Άρα  ΑΓ // ΖΕ=  ,  οπότε το  ΑΓΕΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Τα τρίγωνα  ΑΒΖ  και  ΓΔΕ  έχουν:   ΑΒ ΓΔ=  ,  αφού το  ΑΒΔΓ  είναι παραλληλόγραμμο 
   ΒΖ ΔΕ=  ,  αφού το  ΒΖΕΔ  είναι παραλληλόγραμμο 
   ΑΖ ΓΕ=  ,  αφού το  ΑΖΕΓ  είναι παραλληλόγραμμο 
Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ) , οπότε   ΑΒΖ ΓΔΕ=  . 

101    ÈÝìá   1687 
α. Τα τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ  έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ=  ,  ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου. 
  ΑΕ ΓΖ= , αφού  ΑΕ ΑΒ=  ,  ΓΔ ΓΖ=   και  ΑΒ ΓΔ=  ,  ως απέναντι πλευρές 
παραλληλογράμμου. 
   ΒΓΖ ΕΑΔ=  ,  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών  A  ,  Γ   του 
παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ. 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 
β. Από την ισότητα των τριγώνων  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ  έχουμε  ΒΖ ΕΔ=  . 
Είναι  ΕΒ 2ΑΒ 2ΓΔ ΔΖ= = =  .   
Οπότε το τετράπλευρο  ΕΒΖΔ  έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 

102    ÈÝìá   1628 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΖΓΒ  έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ=  ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο  

  AΔΕ ΓΒΖ
∧ ∧

=   ως εντός εναλλάξ των παράλληλων  ΑΔ ,  ΒΓ  που τέμνονται από τη  ΒΔ .   
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΑΕ ΓΖ=  . 

β. Είναι:   ΑΕ ΒΔ⊥   και  ΓΖ ΒΔ⊥  ,  οπότε  ΑΕ // ΓΖ  
     ΑΕ ΓΖ=   (από το  α.  ερώτημα) 
Άρα το  ΑΕΓΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 
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103    ÈÝìá   1678 

α. Είναι:   ΓΟ ΟΑ⊥   και  BA OA⊥  ,  οπότε  ΟΓ // ΑΒ  
     ΟΓ ΑΒ=   
Άρα το  ΑΒΟΓ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε τα  ΑΟ  και ΒΓ  διχοτομούνται. 

β. Το ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΑΓ  είναι ισοσκελές, αφού  ΟΑ ΟΓ ρ= =  ,  οπότε  οOΑΓ OΓΑ 45
∧ ∧

= = . 
Το  ΑΒΟΓ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε: 

  oABO ΟΓΑ 45
∧ ∧

= =    

  ο ο οΓAΒ ΓΟΒ 90 45 135
∧ ∧

= = + =  

104    ÈÝìá   1559 

α. Είναι  ΔΑ ΔΓ=   και  ΔΕ ΔΜ=  .  
Οπότε το  ΑΜΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 

β. Είναι  ΑE // ΜΓ=  ,  οπότε  ΑΕ // ΒΜ=  . 
Άρα το ΑΕΜΒ είναι παραλληλόγραμμο . 
Οπότε οι διαγώνιοί του ΒΕ  και ΑΜ διχοτομούνται. 
Άρα η  ΒΕ  διέρχεται από το μέσο της  ΑΜ . 

105    ÈÝìá   1533 

α. Είναι  ΜΑ ΜΓ=   και  ΜΔ ΜΒ=  ,  οπότε το  ΑΔΓΒ  είναι παραλληλόγραμμο,  
αφού οι διαγώνιοι του διχοτομούνται.  Άρα  ΑΔ // ΒΓ  .   
Είναι  ΝΑ ΝΒ=   και  ΝΕ ΓΝ=  , οπότε το  ΑΕΒΓ  είναι παραλληλόγραμμο,  
αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 
Άρα  ΑΕ // BΓ  . 
β. Από το  α.  ερώτημα αποδείξαμε ότι από το σημείο  Α  διέρχονται τα τμήματα  ΑΕ  και  ΑΔ  που είναι 
παράλληλα στη  ΒΓ .   
Όμως από ένα σημείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική παράλληλη σ’ αυτήν, οπότε τα τμήματα  ΑΔ  και  ΑΕ  
έχουν τον ίδιο φορέα. 
Άρα τα σημεία  Ε ,  Α  και  Δ  είναι συνευθειακά. 

106    ÈÝìá   1600 

α. Επειδή  AA BΔ′ ⊥   και  ΓΓ ΒΔ′ ⊥  ,  έχουμε  AA // ΓΓ′ ′  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  AA Δ′   και  ΓΓ Β′   έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ= ,  ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου 

  ΑΔΑ ΓΒΓ
∧ ∧

′ ′= ,  ως εντός εναλλάξ των παράλληλων  ΑΔ ,  ΒΓ  που τέμνονται από τη  ΒΔ  
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΑΑ ΓΓ′ ′=  . 
γ. Από το  α.  και  β.  ερώτημα έχουμε 
AA // ΓΓ′ ′=  ,  οπότε το  ΑΓ ΓΑ′ ′   είναι παραλληλόγραμμο. 

107    ÈÝìá   1535 

α.   Επειδή  ΜΔ // ΑΒ=  ,  το  ΑΔΜΒ  είναι παραλληλόγραμμο. Οπότε  ΔΑ ΜΒ=  . 
   Αφού  ME // AΓ=  ,  το  ΑΕΜΓ  είναι παραλληλόγραμμο. Οπότε  ΑΕ ΜΓ=  . 
   Επειδή  ΜΒ ΜΓ=  ,  έχουμε  ΑΔ ΑΕ=  . 

β. Τα τετράπλευρα ΑΔΜΒ, ΑΕΜΓ  είναι παραλληλόγραμμα, οπότε  ΑΔ // ΒΓ   και  ΑΕ // BΓ . 
Επειδή από το Α διέρχεται μοναδική παράλληλη της ΒΓ, τα τμήματα ΑΔ και ΑΕ βρίσκονται 
στον ίδιο φορέα. Άρα  τα  Δ ,  Α ,  Ε  είναι συνευθειακά. 

γ. Είναι  ΔΕ ΑΔ ΑΕ ΒΜ ΜΓ ΒΓ= + = + =  . 
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108    ÈÝìá   1534 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΓΒΖ  έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ=  ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο 

  1 1Δ Β
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ των παράλληλων  ΑΔ  και  ΒΓ  που τέμνονται από τη  ΒΔ  
Άρα είναι ίσα. 
β. Επειδή  ΑΕ ΒΔ⊥   και  ΓΖ ΒΔ⊥  ,  έχουμε  ΑΕ // ΓΖ  .   
Αφού τα τρίγωνα  ΑΔΕ,  ΓΒΖ  είναι ίσα,  έχουμε  ΑΕ ΓΖ=  .   
Άρα  ΑΕ // ΓΖ=  ,  οπότε το  ΑΕΓΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 

109    ÈÝìá   1539 

α. Τα τρίγωνα  ΟΔΕ  και  ΟΒΖ  έχουν:   ΟΔ ΟΒ=  

   ΟΕ ΟΖ=  
    ΔΟΕ ΒΟΖ=  ,  ως κατακορυφήν γωνίες 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  ΔΕ ΒΖ=  . 

β. Είναι  OE OZ=   και  OB OΔ=  . 
Οπότε  το  ΔΕΒΖ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.  

110    ÈÝìá   1618 
α. Τα τρίγωνα  ΑΟΒ  και  ΓΟΔ  έχουν:   
  ΟΒ ΟΔ=  ,  αφού  Ο  μέσο του  ΒΔ 

  ΑΟΒ ΓΟΔ
∧ ∧

=  ,  ως κατακορυφήν 

  Β Δ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

Άρα είναι ίσα (ΓΠΓ) και έχουν:  ΑΒ ΓΔ=  ,  OA ΟΓ=  ,  A Γ
∧ ∧

=  .   
β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΟΒ  και  ΓΟΔ  είναι ίσα,  έχουμε  AB ΓΔ=  . 
Οπότε  ΑΒ // ΓΔ=  ,  επομένως το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

111    ÈÝìá   1701 

α. Είναι  ΜΒ ΜΓ=   και  MA MΔ=  ,  οπότε το  ΑΒΔΓ  είναι παραλληλόγραμμο,  
αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 

β. Είναι  ΑΒ // ΓΔ   και  ΑΕ // BΓ  ,  οπότε το  ΑΕΓΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 

Επομένως  ΒΓ ΑΕ=  ,  οπότε  ΒΓ ΑΕΒΜ
2 2

= =  . 

112    ÈÝìá   1557 

α. Είναι  Ε  το μέσο του  ΑΒ  και  ΑΒ 2ΒΓ 2ΑΕ 2ΒΓ= ⇔ = ⇔ AE ΒΓ=  .   
Αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  BΓ ΑΔ=  .  
Άρα  AE AΔ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΕΑΔ  είναι ισοσκελές. 

β. Είναι:   1 1Δ E
∧ ∧

=  ,  αφού το τρίγωνο  ΕΑΔ  είναι ισοσκελές με  ΑΕ ΑΔ=  .  

     2 1Δ E
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

Οπότε  1 2Δ Δ
∧ ∧

=  ,  άρα η  ΔΕ  είναι διχοτόμος της  Δ
∧

 . 
 
 
 
 
 
 
 



30 Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου

113    ÈÝìá   1531 

α. Είναι  AB 2ΒΓ ΑΒ 2ΑΔ= ⇔ = ⇔ ΑΒ ΑΕ=  . 
Άρα το τρίγωνο ΒΑΕ  είναι ισοσκελές με  AB AE= . 

β. Είναι  ΔΕ ΑΔ=   και  ΑΔ // ΒΓ=  .   
Οπότε  ΔΕ // ΒΓ=  ,  άρα το  ΔΕΓΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Επειδή το  ΔΕΓΒ  είναι παραλληλόγραμμο, οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, άρα  
ΕΗ ΗΒ=  .   
Οπότε η  ΑΗ  είναι διάμεσος του τριγώνου  ΒΑΕ . 

114    ÈÝìá   1609 
α. Τα τρίγωνα  ΑΕΔ  και  ΒΓΖ  έχουν:  
  ΑΔ ΒΓ=   

   1 2Δ Β=  ,  ως μισά των ίσων γωνιών  Β   και  Δ  

  A Γ
∧ ∧

=     
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ). 

β. Επειδή  ΑΒ ΓΔ=   και  AE ΓΖ=  ,  αφού τα τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ  είναι ίσα,  έχουμε  ΒΕ ΔΖ=  , ως 
διαφορές ίσων τμημάτων.   
Αφού  ΒΕ // ΔΖ=   το  ΔΕΒΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 

115    ÈÝìá   1642 

α. Επειδή  ΔΒ ΔΜ=   και  ΔΑ ΔΕ=  ,  το  ΑΒΕΜ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 

β. Επειδή το  ΑΒΕΜ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΜΕ ΑΒ=  .   

Είναι  ΒΓΒΓ 2ΑΒ ΑΒ
2

= ⇔ = ΑΒ ΜΓ ΜΕ ΜΓ⇔ = ⇔ =  . 

 

116    ÈÝìá   1785 

α. Επειδή  AK ΑΛ=   το τρίγωνο  ΑΚΛ  είναι ισοσκελές, οπότε η διάμεσος  ΑΜ  είναι και διχοτόμος της  A
∧

 ,  

οπότε  ΔΑΕ ΛΑΜ
∧ ∧

=  . 

Είναι  ΛΑΜ ΔEA
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ, οπότε  AEΔ ΔΑΕ
∧ ∧

= .   
Άρα  ΑΔ ΔΕ=  . 

β. Είναι  ΒΓ ΓΕ ΑΔ ΓΕ ΔΕ ΓΕ ΔΓ ΑΒ+ = + = + = =  . 
γ. Είναι:      ο οΑ Β 180 Β 180 A+ = ⇔ = −  ,  ως εντός και επί τα αυτά μέρη 
      οΑ ΑΛΚ ΑΚΛ 180+ + =     οΑΛ Κ ΑΛ Κ 180 Α 2ΑΛ Κ Β⇔ + = − ⇔ =  

Άρα  B 2AΛΚ
∧ ∧

=  . 

117    ÈÝìá   1839 

α. Επειδή  ΑΕ // ΓΗ=   το  ΑΕΓΗ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Τα τρίγωνα  ΔΗΘ  και  ΒΕΖ  έχουν: 
  ΔΗ ΒΕ=  ,  αφού  ΔΗ ΔΓ ΗΓ ΑΒ ΑΕ ΒΕ= − = − =  
   Δ Β=  ,  ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου 
  ΔΘ ΒΖ=  ,  από υπόθεση 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ) , άρα  ΘΗ ΕΖ=  ,  (1). 
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Τα τρίγωνα  ΑΘΕ  και  ΓΗΖ  έχουν: 
  ΑΕ ΓΗ=  ,  από υπόθεση 
   Α Γ=  ,  ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου 
  ΑΘ ΓΖ=  ,  αφού  ΑΘ ΑΔ ΘΔ ΒΓ ΒΖ ΓΖ= − = − =  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ),  άρα  ΘΕ ΗΖ=  . 
Επομένως το τετράπλευρο  ΕΖΗΘ  έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Έστω  Ο  το μέσον της  ΑΓ . 
  Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, 
άρα η  ΒΔ  διέρχεται από το  Ο . 
  Επειδή το  ΑΕΓΗ  είναι παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, 
άρα η  ΕΗ  διέρχεται από το  Ο  που είναι το μέσον της  ΑΓ . 
  Επειδή το  ΕΖΗΘ  είναι παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, 
άρα η  ΘΖ  διέρχεται από το μέσον της  ΕΗ  που είναι το  Ο . 
Άρα οι  ΑΓ ,  ΒΔ ,  ΕΗ  και  ΖΘ  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

118    ÈÝìá   1877 

α. Επειδή  ΚΟ ΚΖ=   και  KΔ ΚΓ=  ,  το  ΟΓΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  ΓΖ // ΟΔ=  . 
Οπότε  ΓΖ // ΟΒ=  ,  επομένως το  ΟΒΓΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 
Άρα τα  ΟΓ  και  ΒΖ  διχοτομούνται. 

β. Επειδή το  ΟΔΖΓ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΔΖ ΟΓ=   και αφού  ΟΓ ΑΟ=  ,  έχουμε  ΑΟ ΔΖ=  . 

γ. Τα τρίγωνα  ΑΟΒ  και  ΔΖΓ  έχουν:  
  OA ΔΖ=   

  ΟΒ ΓΖ=    

  AB ΓΔ=   
Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ). 

119    ÈÝìá   1857 

α. Είναι:   ΒΑΔ ΔΑΕ
∧ ∧

=  ,  αφού  ΑΔ  διχοτόμος της  A
∧

 

     BAΔ ΑΔΕ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

Άρα  ΔΑΕ AΔΕ
∧ ∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΕΔ  είναι ισοσκελές. 

β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΕΔ  η  ΕΚ  είναι διάμεσος, οπότε είναι και ύψος.  
Άρα η  ΕΚ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΔ . 
γ. Τα τρίγωνα  ΑΚΒ ,  ΚΔΖ  έχουν:   KA KΔ=   

        AKB ΔKZ
∧ ∧

=    

        ΒΑΚ KΔZ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ). 

δ. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΚΒ  και  ΚΔΖ  είναι ίσα, έχουμε  ΚΒ ΚΖ=  . 
Επειδή  ΚΑ ΚΔ=   και  KB KZ=  ,  το  ΑΖΔΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 
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120    ÈÝìá   1890 

α. i. Έχουμε  ΕΒ ΕΓ=   και  EA EΔ=  ,  οπότε το  ΑΒΔΓ  είναι παραλληλόγραμμο, επομένως  ΑΒ ΓΔ=  .  Άρα η 
απόσταση των χωριών  Α  και  Β  είναι ίση με την απόσταση των χωριών  Γ  και  Δ . 
ii. Επειδή το  ΑΒΔΓ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΑΒ // ΓΔ  ,  οπότε οι δρόμοι  ΑΒ  και  ΓΔ  όσο και να 
προεκταθούν αποκλείεται να συναντηθούν. 
iii. Φέρουμε  ΒΚ ΑΔ⊥   και  ΓΛ ΑΔ⊥  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΚΕ  και  ΓΛΕ  έχουν:     ΕΒ ΕΓ=    

  BEK ΓΕΛ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΚ ΓΛ=  .   
Δηλαδή τα χωριά  Β ,  Γ  ισαπέχουν από το δρόμο  ΑΔ . 

β. Για να ισαπέχει κάποιο σημείο από τα  Α  και  Δ ,  θα πρέπει να ανήκει στη μεσοκάθετο 
του  ΑΔ .  
Αφού το σημείο αυτό ανήκει στο δρόμο  ΑΓ ,  θα είναι το σημείο τομής  Θ  της  ΑΓ  με τη 
μεσοκάθετο του  ΑΔ . 

121    ÈÝìá   1882 

α. Στο τρίγωνο  ΑΕΜ  η  ΑΔ  είναι διχοτόμος και ύψος, οπότε είναι ισοσκελές. 
Είναι:    ΑΕΜ ΑΜΕ=  ,  αφού  ΑΕ ΑΜ=  
    ΑEM ΜΛΒ=  , ως εντός εναλλάξ 
    ΑΜΕ ΒMΛ=  ,  ως κατακορυφήν. 
Άρα   ΒΜΛ ΜΛΒ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΒΜΛ  είναι ισοσκελές. 

Είναι:    Κ ΓΑΔ=  ,  ως εντός εναλλάξ. 
    ΓΑΔ ΔΑΒ=  ,  γιατί η  ΑΔ  είναι διχοτόμος της  Α  . 

Άρα   ΔΑΒ Κ=  , οπότε το τρίγωνο ΑΒΚ είναι ισοσκελές. 

β. Από τα ισοσκελή τρίγωνα  ΑΕΜ  και  ΜΒΛ  και επειδή το  Μ  είναι μέσο του  ΑΒ ,  έχουμε  
ΑΕ ΑΜ ΜΒ ΒΛ= = =  .  
Οπότε  ΑΕ // ΒΛ=  ,  άρα το  ΑΛΒΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

122    ÈÝìá   1746 
α. Το άθροισμα των γωνιών του εξαγώνου είναι  (2 6 4)⋅ −   ορθές, δηλαδή  ο ο ο(2 6 4) 90 8 90 720⋅ − ⋅ = ⋅ =  . 

Οπότε   oα γ ε β δ ζ 720
∧ ∧ ∧∧ ∧ ∧

+ + + + + = oα γ ε α γ ε 720
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

 + + + + + = o2(α γ ε) 720
∧ ∧ ∧

 + + = oα γ ε 360
∧ ∧ ∧

 + + =  . 

β. i. Είναι  οA H α 180 ΗΖΕ ΗΕΖ
∧ ∧ ∧ ∧∧

+ = + − − ο ο ο ο ο οα 180 (180 ζ) (180 δ) α 180 180 ζ 180 δ
∧ ∧∧

= + − − − − = + − + − +   
οα ζ δ 180

∧ ∧∧
= + + − ο ο ο οα ε γ 180 360 180 180

∧ ∧∧
= + + − = − =  

ii. Επειδή οι γωνίες  A
∧

 ,  H
∧

  είναι εντός και επί τα αυτά μέρη και παραπληρωματικές, προκύπτει  ΑΘ // ΗΔ  .   

Όμοια έχουμε ότι  οA Θ 180
∧ ∧

+ = ,  οπότε  ΑΗ // ΘΔ .  Άρα το  ΑΘΔΗ  είναι παραλληλόγραμμο. 

123    ÈÝìá   1730 

α.   Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΑΒ ΓΔΑΒ // ΓΔ //
2 2

=  =    

ΕΒ // ΔΖ =  ,  άρα το  ΔΕΒΖ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Οπότε ο ισχυρισμός  1  είναι αληθής. 

  Είναι:   AEΔ ΕΔΓ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ  

     EΔΓ ΒΖΓ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

Επομένως  AEΔ ΒΖΓ
∧ ∧

=  .  Άρα ο ισχυρισμός  2  είναι αληθής. 
  Ο ισχυρισμός  3  δεν είναι αληθής. 
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β. Ο ισχυρισμός  3  είναι αληθής, αν και μόνο αν  AΔΕ ΕΔΓ
∧ ∧

=   και  ABZ ZBΓ
∧ ∧

=  .   

Επειδή  ΑΒ // ΓΔ   έχουμε  ΕΔΓ ΑΕΔ
∧ ∧

=  ,  δηλαδή  ΑΔΕ ΑΕΔ
∧ ∧

=  . 

Οπότε το τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι ισοσκελές με  ΑΒΑΕ ΑΔ ΑΔ
2

= ⇔ = ΑΒ 2ΑΔ⇔ = .   

Στην περίπτωση αυτή  και η  ΒΖ  είναι η διχοτόμος της  Β
∧

.   
Άρα η ζητούμενη σχέση είναι  ΑΒ 2ΑΔ=  . 

124    ÈÝìá   1805 

α. i.  Το τρίγωνο  ΒΓΖ  είναι ισοσκελές, οπότε  ΒΓΖ ΒΖΓ
∧ ∧

=   και  η  Β   είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο  ΒΓΖ, 

οπότε  Β ΒΓΖ ΒΖΓ 2ΒΓZ
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  . 

  Το τρίγωνο  ΔΓΕ  είναι ισοσκελές, οπότε  ΔΓΕ ΔΕΓ
∧ ∧

=   και  η  Δ   είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο ΔΓΕ , 

οπότε Δ ΔΓΕ ΔΕΓ 2ΔΓΕ
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  .  

Έχουμε  Β Δ 2ΒΓZ 2ΔΓΕ ΒΓZ ΔΓΕ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= ⇔ = ⇔ =  . 

ii. Είναι  ΒΓΖ ΒΓΔ ΔΓΕ ΒΖΓ ΒΓΔ ΒΖΓ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ + = + + ο2ΒΖΓ ΒΓΔ ΑΒΓ ΒΓΔ 180
∧ ∧ ∧ ∧

= + = + =  . 
Άρα τα  Ζ ,  Γ ,  Ε  είναι συνευθειακά. 
β. Το λάθος είναι ότι θεώρησε ως δεδομένο ότι τα σημεία  Ζ ,  Γ ,  Ε  είναι συνευθειακά, ώστε να αποδείξει ότι  

ΒΓΖ ΔΕΓ
∧ ∧

=  .   

125   ÈÝìá   1731 

α.   Είναι EB // ΔΖ   και  ΑΒ ΓΔAB ΓΔ
2 2

=  = ΕΒ ΔΖ =  .   

Οπότε το  ΔΕΒΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 
Άρα ο ισχυρισμός  1  είναι αληθής. 
  Τα τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ  έχουν:   ΑΔ ΒΓ=   
        AE ΓΖ=  ,  ως μισά ίσων τμημάτων 
         A Γ=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). Άρα ο ισχυρισμός  2  είναι αληθής. 

β. Έστω ότι τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ είναι ισοσκελή. 

Τότε θα ισχύει  ΑΒΑΔ ΑΕ ΑΔ ΑΒ 2ΑΔ
2

= ⇔ = ⇔ =  .  

Και αντιστρόφως, αν  ΑΒ 2ΑΔ=  , τότε  ΑΔ ΑΕ=  , οπότε τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ θα είναι ισοσκελή.  
Άρα τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ είναι ισοσκελή αν και μόνο αν η μία πλευρά του παραλληλογράμμου είναι διπλάσια 
της άλλης. 

126    ÈÝìá   1810 
α. Επειδή:   ΜΔ // ΑΒ=  ,  το  ΑΒΜΔ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  ΑΔ // ΒΓ  ,  (1) 
     ΜE // ΑΓ=  ,  το  ΑΓΜΕ  είναι παραλληλόγραμμο,  οπότε  ΑE // ΒΓ   , (2) 
Από το  Α  διέρχεται μόνο μία παράλληλη προς τη  ΒΓ ,  οπότε από τις  (1)  και  (2)  έχουμε ότι τα σημεία   
Δ ,  Α ,  Ε  είναι συνευθειακά. 

β. Επειδή τα  ΑΒΜΔ  και  ΑΓΜΕ  είναι παραλληλόγραμμα, έχουμε  ΔΑ ΜΒ=   και  ΑΕ ΜΓ=  . 

Είναι  ΔΕ ΔΑ ΑΕ ΜΒ ΜΓ ΒΓ= + = + =  .   
Άρα  ΜΔΕ ΑΒΓΠ ΜΔ ΜΕ ΔΕ ΑΒ ΑΓ ΒΓ Π= + + = + + =  . 

γ. Το λάθος του μαθητή βρίσκεται στον ισχυρισμό του ότι   
2AΔΖ Α=  ,  θεωρώντας ότι η ευθεία  ΔΕ  διέρχεται 

από το  Α .  Δηλαδή θεώρησε δεδομένο ότι τα σημεία  Δ ,  Α ,  Ε  είναι συνευθειακά. 
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127   ÈÝìá   1709 

α. Επειδή ΑΔ // ΒΓ= ,  το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι διαγώνιοί 
του διχοτομούνται. 
Άρα η  ΒΔ  διέρχεται από το μέσο του τμήματος  ΑΓ . 

β. Επειδή  AB // ΓΔ  ,  είναι   
1Γ A=   ως εντός εναλλάξ. 

Έχουμε           εξ 1 2 2 2Γ 2Α Γ Γ 2Α Α Γ 2Α Γ Α= ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  . 

Άρα η  ΓΔ  είναι διχοτόμος της   εξΓ  . 

γ. Είναι    
εξΓ Α Β= +  ,  οπότε      

εξΓ 2Α Α B 2Α= ⇔ + = ⇔  B A=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές. 

 

 

128    ÈÝìá   1599 
α. Τα τρίγωνα  ΑΜΔ  και  ΜΒΓ  είναι ορθογώνια και έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ=  ,  ως απέναντι πλευρές ορθογωνίου 
  ΑΜ ΜΒ=  ,  διότι το  Μ  είναι μέσο του  ΑΒ 
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΜΔ ΜΓ=  . 
β. Στο ισοσκελές  ΜΓΔ  η  ΜΝ  είναι διάμεσος, οπότε και ύψος.  
Άρα η ευθεία  ΜΝ  είναι η μεσοκάθετος του  ΓΔ . 

129   ÈÝìá   1692 

α. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο, έχουμε οA Γ 90
∧ ∧

= =  και  ΑΔ ΒΓ=  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΝΔ  και  ΒΓΚ  έχουν:   ΑΔ ΒΓ=    
      ΑΝ ΓΚ=   
Οπότε είναι ίσα. 
β. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  ΑΒ // ΓΔ= . 
Είναι  ΑΝ ΚΓ=  ,  οπότε  ΒΝ ΑΒ ΑΝ ΓΔ ΓΚ ΚΔ= − = − =  
Επομένως  ΝΒ // ΚΔ=  . 
Άρα το  ΝΒΚΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

130    ÈÝìá   1653 

α. Είναι:   ΑΒ ΓΔ=  ,  (1)  και  ΑΒ / /ΓΔ  ,  (2)  ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ . 
   ΑΕ ΓΔ=  ,  (3)  και  ΑΕ / /ΓΔ  ,  (4)  ως απέναντι πλευρές του ορθογωνίου  ΑΓΔΕ . 
Από τις  (2) ,  (4)  έχουμε  ΑΒ / /ΑΕ  ,  οπότε τα  Β ,  Α  και  Ε  είναι συνευθειακά. 
Επειδή  ΑΒ ΑΕ=  ,  από τις  (1) ,  (3)  έχουμε ότι  Α  είναι μέσο του  ΒΕ . 

β. Στο τρίγωνο  ΒΕΓ  το  ΓΑ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

γ. Είναι:   ΒΓΑ ΓΑΔ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

     ΓΑΔ ΑΔΕ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ 

Άρα  ΒΓΑ ΑΔΕ
∧ ∧

=  . 
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131    ÈÝìá   1668 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΔΜ  και  ΓΕΜ  έχουν:   ΜΔ ΜΕ=    
     MB ΜΓ=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΔ ΓΕ=  . 

β. Είναι  ΒΔ ΒΓ⊥   και  ΓΕ ΒΓ⊥  ,  οπότε  ΒΔ // ΓΕ  .   

Επειδή  ΒΔ // ΓΕ=  ,  το  ΒΔΕΓ  είναι παραλληλόγραμμο και αφού επιπλέον είναι  οΔΒΓ 90
∧

=  ,  είναι ορθογώνιο. 

132   ÈÝìá   1683 

α. Είναι  ΑΟΓ ΒΟΔ
∧ ∧

=  ,  οπότε   ΑΓ ΒΔ=  ,  άρα  AΓ ΔΒ=  . 

β. Στο τετράπλευρο  ΑΓΒΔ  οι διαγώνιοι  ΑΒ  και  ΓΔ  διχοτομούνται και είναι ίσες.  
Άρα το  ΑΓΒΔ  είναι ορθογώνιο. 

 

133    ÈÝìá   1729 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο:   ΑΔΓ  είναι   οΔΓΑ 30=  , οπότε   οΔΑΓ 60=  
   ΔΑΕ  είναι   οΔΑΓ 60=  , οπότε   οΑΔΕ 30=  

Οι διαγώνιοι  ΑΓ  και  ΒΔ  του ορθογωνίου  ΑΒΓΔ  είναι ίσες και διχοτομούνται, άρα  ΑΓ ΒΔΟΓ ΟΔ
2 2

= = =  . 

Επομένως το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές με βάση ΔΓ, οπότε    οΟΔΓ ΟΓΔ 30= =  . 

Είναι:      ο ο ο ο οΑΔΕ ΕΔΟ ΟΔΓ 90 30 ΕΔΟ 30 90 ΕΔΟ 30+ + = ⇔ + + = ⇔ =  . 

Επομένως     οΑΔΕ ΕΔΟ ΟΔΓ 30= = =  . 

Άρα η γωνία ΑΔΓ   χωρίζεται από τις ΔΕ και ΔΒ σε τρεις ίσες γωνίες. 

β. Το τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισοσκελές με  ΟΑ ΟΔ=   και είναι   οΔΑΓ 60=   οπότε   οΔΑΕ 60= .  
Άρα το ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισόπλευρο με  ΟΑ ΟΔ ΑΔ= =  .  
Όμως  ΑΔ ΒΓ=  , οπότε  ΟΑ ΒΓ=  .  
Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΖΟ και ΑΒΓ έχουν:   ΟΑ ΒΓ=  
    ο ο οΑΓΒ 90 30 60 ΖΑΟ= − = =  
Άρα είναι ίσα. 

134    ÈÝìá   1822 

α. Το  ΑΗΜΔ  είναι ορθογώνιο, αφού  οΔ Μ Η 90
∧ ∧ ∧

= = =  .   

Άρα  οΔΑΗ 90
∧

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΜΒ  έχουμε   οΕ 90 Β= −  οΕ 90 Γ = −  , αφού το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.   
Είναι   ΑΘΕ ΜΘΓ=  ,  ως κατακορυφήν και   οΜΘΓ 90 Γ= −   από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΘΓ,  

οπότε   οΑΘΕ 90 Γ= −  . 
Επομένως   Ε ΑΘΕ=  ,  άρα το τρίγωνο  ΑΘΕ  είναι ισοσκελές. 

γ. Το  ΑΔΜΗ  είναι ορθογώνιο, οπότε  ΜΗ ΑΔ=  . 
Το τρίγωνο  ΑΘΕ  είναι ισοσκελές, οπότε το ύψος  ΑΗ  είναι και διάμεσος, άρα  ΘΗ ΗΕ= . 
Είναι  ΜΘ ΜΕ ΜΗ ΗΘ ΜΗ ΗΕ+ = − + + 2ΜΗ ΗΘ ΗΘ 2ΑΔ= − + = . 
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135    ÈÝìá   1833 

α. Επειδή  ΜΑ ΜΔ=   και  ΜΓ ΜΒ=  ,  το  ΑΒΔΓ  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή επιπλέον έχει  oA 90
∧

=   
είναι ορθογώνιο. 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΚΕΒ  έχουμε  o o BKEB 90 KBE KEB 90
2

∧
∧ ∧ ∧

= − ⇔ = −  . 

γ. Είναι  ο ο ΒΔΒΕ 90 ΕΒΑ 90
2

∧
∧ ∧

= − = −  .   

Οπότε  ΔΒΕ ΚΕΒ
∧

=  .  Άρα  ΔΕ ΒΔ=  . 

136    ÈÝìá   1800 

α. Στο τετράπλευρο  ΜΕΗΘ  είναι  οE H Θ 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 
β. Είναι  ΜΘ BH⊥   και  ΓΗ BH⊥  ,  άρα ΜΘ // ΑΓ  .   

Oπότε  ΒΜΘ Γ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη και αφού   Γ Β=   έχουμε   ΒΜΘ Β=  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΘΒΜ  και  ΔΒΜ  έχουν:   ΜΒ  κοινή   

   ΒΜΘ Β
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΘ ΜΔ=  . 
γ. Είναι  ΜΔ ΜΕ ΒΘ ΘΗ ΒΗ+ = + =  . 

137    ÈÝìá   1879 
α. Επειδή το σημείο  Κ  είναι το μέσο της χορδής  ΓΔ ,  έχουμε  ΟΚ ΓΔ⊥  .   
Είναι  ΑΒ // ΔΓ   και  ΔΕ ΑΒ⊥  ,  άρα  ΔΕ ΔΓ⊥  .   

Στο  ΔΚΟΕ  είναι  οΔ Ε Κ 90
∧ ∧ ∧

= = = ,  οπότε είναι ορθογώνιο.  
Άρα  EO ΔΚ=   και αφού  ΔΚ ΚΓ=   έχουμε  ΕΟ ΚΓ=  . 
Επομένως  ΕΟ // ΚΓ=  ,  άρα το  ΚΓΟΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΟΓΔ  (ΟΓ ΟΔ)=  ,  η  ΟΚ  είναι διάμεσος, οπότε είναι και διχοτόμος, άρα  ΔΟΓΚΟΓ
2

∧
∧

=  .   

Οι γωνίες  ΔΕΚ
∧

  και  KOΓ
∧

  είναι ίσες, ως οξείες με πλευρές παράλληλες, άρα  ΔEK ΚΟΓ
∧ ∧

=  .  

Επομένως   ΔΟΓΔΕ Κ
2

∧

=  . 

γ. Είναι  ΚΕ ΟΔ=  , ως διαγώνιοι του ορθογωνίου ΔΕΟΚ και  ΟΔ ΟΒ=  , ως ακτίνες του κύκλου.  
Άρα  ΚΕ ΟΒ=  . 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΚ, η ΚΒ είναι υποτείνουσά του, οπότε  ΟΒ ΚΒ<  . 
Άρα  ΚΕ ΚΒ<  
2ος τρόπος 
Είναι  ΚΟ ΑΒ⊥   και  EO AO OB< = , άρα  για τα πλάγια τμήματα  ΚΕ  και  ΚΒ  έχουμε  KE KB< . 

138    ÈÝìá   1733 

α. i. Η ευθεία  1ε   είναι η μεσοκάθετος του  1MM ,  οπότε  1ΟΜ ΟΜ= . 

ii.  Στο ισοσκελές τρίγωνο  1ΟΜΜ   η διάμεσος ΟΚ είναι και διχοτόμος, άρα   
21ΜΟΜ 2Ο=  . 

Επειδή στο τρίγωνο  1 2Μ ΟΜ   η ΟΛ είναι διάμεσος και ύψος το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Άρα η ΟΛ είναι και διχοτόμος και ισχύει   
31 2Μ ΟΜ 2Ο=  . 

Τότε    
2 1 1 2ΜΟΜ ΜΟΜ Μ ΟΜ= +     ο ο

2 3 2 32Ο 2Ο 2 (Ο Ο ) 2 90 180= + = + = ⋅ =  . 

Αφού η γωνία  
2ΜΟΜ   είναι ευθεία γωνία, τα σημεία Μ, Ο και  2Μ   είναι συνευθειακά. 
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iii. Το  1KM ΛΟ   είναι ορθογώνιο, αφού έχει τρεις ορθές γωνίες  οK Λ Ο 90
∧ ∧ ∧

= = =  .   

Επειδή το  1KM ΛΟ   είναι ορθογώνιο έχουμε  ο
1Μ 90

∧
=  ,  οπότε το τρίγωνο  1 2ΜΜ Μ   είναι ορθογώνιο. 

β. Τα  1M   και  3M   είναι τα συμμετρικά του  Μ  ως προς τις  1ε   και  2ε  .  Από το  α.ii.  ερώτημα έχουμε ότι τα  1M  ,  Ο  
και  3M   είναι συνευθειακά. Είναι  

1 2 3OM OM OM OM= = =  ,  οπότε στο  1 2 3MM M M   οι διαγώνιοι διχοτομούνται και είναι ίσες, άρα είναι ορθογώνιο. 

139    ÈÝìá   1891 

α. Είναι: 

 AΔΤ ΤΔΕ
∧ ∧

=   και   ΤΔ Ε ΑΤΔ=  , ως εντός εναλλάξ, οπότε   ΑΔΤ ΑΤΔ=  , άρα το τρίγωνο  ΑΔΤ  είναι 
ισοσκελές με  ΑΔ ΑΤ=  .   
  ΓΒΕ ΕΒΤ=   και   ΕΒΤ ΒΕΓ=  , ως εντός εναλλάξ, οπότε   ΓΒΕ ΒΕΓ=  .  
Άρα το τρίγωνο  ΒΓΕ  είναι ισοσκελές με  ΓΒ ΓΕ=  .   
Είναι  ΒΤ ΑΒ ΑΤ= − ΑΒ ΑΔ ΓΔ ΒΓ ΓΔ ΓΕ ΔΕ= − = − = − =  
Επειδή  ΒΤ // ΔΕ= ,  το  ΔΕΒΤ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β.  Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΔΤ  η διχοτόμος του  ΑΝ  είναι και ύψος, οπότε  ΑΝ ΔΤ⊥  ,  άρα   οΜΝ Κ 90=  ,  

και  ΔΤ // ΒΕ ,  οπότε είναι  ΑΝ ΒΕ⊥ , άρα   οΝΚΛ 90= . 
 Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΓΕ η διχοτόμος της ΓΛ είναι και ύψος, οπότε  ΓΛ ΒΕ⊥  , άρα   οΜΛ Κ 90=  .  
Επειδή το  ΚΛΜΝ  έχει τρεις ορθές γωνίες, είναι ορθογώνιο. 

γ. Το  ΔΕΒΤ  είναι παραλληλόγραμμο και τα  Ν ,  Λ  είναι τα μέσα των τμημάτων  ΔΤ ,  ΒΕ  που είναι ίσα.  
Άρα  ΝΤ // ΒΛ=  ,  οπότε το  ΤΒΛΝ  είναι παραλληλόγραμμο, επομένως  ΝΛ // ΑB  . 

δ. Είναι  ΝΛ ΒΤ ΑΒ ΑΤ ΑΒ ΑΔ= = − = −  . 

140    ÈÝìá   1714 

α. Επειδή στο  ΓΗΖΔ  οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και είναι ίσες, είναι ορθογώνιο. 

β. Όμοια το  ΑΓΔΒ  είναι ορθογώνιο.  

Είναι  ο ο οΒΔΖ ΒΔΓ ΓΔΖ 90 90 180
∧ ∧ ∧

= + = + =  ,  οπότε τα  Β ,  Δ , Ζ  είναι συνευθειακά. 

γ. Το  ΓΘΔΕ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού έχει τις απέναντι πλευρές ίσες.  

Οπότε  ΘΔ // ΓΕ 2ΘΔ // 2ΓΕ ΑΔ // ΓΖ=  =  =  ,  άρα το  ΑΓΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

141    ÈÝìá   1816 

α. Επειδή  ΓΖ ΚΔ⊥   και  AB KΔ⊥ ,  έχουμε  ΓΖ // ΑΒ,  οπότε  B ZΓΔ
∧ ∧

= ,  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

β. Είναι  ΔΓΕ Γ Β ΖΓΔ
∧ ∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε η  ΓΔ  είναι η διχοτόμος της  ZΓΕ
∧

 . 
γ. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΔΓ  και  ΕΔΓ  έχουν:   ΓΔ  κοινή  

         ZΓΔ ΔΓΕ
∧ ∧

=  

Οπότε είναι ίσα, άρα  το  
Δ

ΔΖΕ   είναι ισοσκελές. 

δ. Το  ΚΖΓΗ  είναι ορθογώνιο, αφού έχει  oK H Z 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε  ΗΓ ΚΖ=  .   
Είναι  ΔΚ ΔΕ ΔΚ ΔΖ ΚΖ ΗΓ− = − = =  . 
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142    ÈÝìá   1681 

α. Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του, οπότε η  ΕΑ  είναι η διχοτόμος της  A
∧

 ,  επομένως το  Ε  

ισαπέχει από τις πλευρές  ΑΒ  και  ΑΓ  της  A
∧

 . 
β. Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούνται κάθετα, άρα  ΕΑ  είναι η μεσοκάθετος του  ΒΓ ,  οπότε το  Ε  ισαπέχει 
από τα  Β  και  Γ . 

143    ÈÝìá   1570 
α. Στο τρίγωνο  ΑΒΚ  το  ΑΔ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

β. Είναι  ΔΑ ΔΕ=   και  ΔΒ ΔΚ=  ,  οπότε το  ΑΚΕB  είναι παραλληλόγραμμο και αφού  
έχει  AB AK=   είναι ρόμβος. 

144    ÈÝìá   1679 

α. Το ΟΜ είναι απόστημα της χορδής ΒΓ, οπότε το Μ είναι μέσο της ΒΓ. 
Στο τετράπλευρο ΑΓΟΒ οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα. 
Άρα το  ΑΓΟΒ  είναι ρόμβος. 

β. Είναι  ΟΑ ΟΒ ΟΓ ρ= = =  ,  ΟΓ ΑΓ=   και  ΟΒ ΑΒ=  .   
Οπότε τα τρίγωνα  ΟΑΓ  και  ΟΑΒ  είναι ισόπλευρα.  

Άρα στο  ΑΓΟΒ  είναι  οΒ Γ 60
∧ ∧

= =   και  ο ο oO A 60 60 120
∧ ∧

= = + =  . 

145    ÈÝìá   1630 

α. Επειδή η  ΔΕ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΒ  έχουμε  ΔΑ ΔΒ=   και  EA EB=  . 
β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΜΔ  και  ΕΜΒ  έχουν: 
 ΜA ΜB=    

 ΔΑΜ ΜΒΕ
∧ ∧

=   ως εντός εναλλάξ 
Οπότε είναι ίσα. 
γ. Από το  β.  ερώτημα προκύπτει  AΔ ΕΒ=  ,  οπότε το  ΑΔΒΕ  έχει όλες τις πλευρές του ίσες, άρα είναι ρόμβος. 

146    ÈÝìá   1584 

α. Είναι:  ΟΑ ΟΒ ρ= =    
   BO BA=  ,  αφού η ΒΓ είναι μεσοκάθετος της ΟΑ 
Άρα  OA OB BA= =  ,  οπότε το τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι ισόπλευρο. 

β. Το Γ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΟΑ , οπότε  ΓΑ ΓΟ ρ= =  
Επομένως  OB BA AΓ ΓΟ ρ= = = =  .   
Άρα το  ΟΒΑΓ  είναι ρόμβος. 

147    ÈÝìá   1575 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΕΒ  έχουν:   
 ΑΔ ΑΒ=    

 Δ B
∧ ∧

=  ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος. Άρα είναι ίσα, οπότε  AZ AE=  . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΕΒ  έχουν:   
 ΑΖ ΑΕ=    

 Δ B
∧ ∧

=   ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι  παραλληλόγραμμο. Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΔ ΑΒ=  . Επομένως το 
παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες, άρα είναι ρόμβος. 
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148    ÈÝìá   1840 

α. Φέρουμε τη διαγώνιο  ΑΓ  του  ΑΒΓΔ .  Επειδή  ΟΒ ΟΔ=   και  ΒΚ ΔΛ=   είναι   
ΟΒ ΒΚ ΟΔ ΔΛ− = − ⇔ OK ΟΛ=  . 
Αφού   OK OΛ=   και  OA OΓ=  ,  το  ΑΚΓΛ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί 
του διχοτομούνται. 

β. Αν το  ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος, τότε  ΑΓ ΒΔ⊥  ,  οπότε και στο παραλληλόγραμμο  ΑΚΓΛ  είναι  ΑΓ ΚΛ⊥  . 
Άρα το  ΑΚΓΛ  είναι ρόμβος. 

γ. Το παραλληλόγραμμο  ΑΚΓΛ  είναι ορθογώνιο, όταν  1ΑΓ ΚΛ ΑΓ ΒΔ ΒΔ 3ΑΓ
3

= ⇔ = ⇔ =  . 

149    ÈÝìá   1740 

α. Θεωρούμε το παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  και  ΑΕ ΒΓ⊥  ,  ΑΖ ΔΓ⊥  
Απόδειξη πρότασης Π1: 
 Έστω ότι το  ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος.  
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΕΒ έχουν:   ΑΔ ΑΒ=    

           Δ B
∧ ∧

=  ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος  
Άρα είναι ίσα, οπότε AZ AE= . 
Απόδειξη πρότασης Π2: 
 Έστω ότι  ΑΕ ΑΖ=  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΕΒ  έχουν:   ΑΖ ΑΕ=    

           Δ B
∧ ∧

=   αφού το ΑΒΓΔ  παραλληλόγραμμο.  
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΔ ΑΒ=  .   
Επομένως το παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος. 

β. Ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, αν και μόνο αν, οι αποστάσεις των απέναντι πλευρών του είναι ίσες. 

150    ÈÝìá   1844 

α. Είναι:   ΔΑ ΔΓ=  ,  οπότε   ˆΔΑΓ Γ φ
∧

= =  

      AΔB
∧

  εξωτερική στο  
Δ

ΑΔΓ  ,  οπότε    ˆΑΔΒ ΔΑΓ Γ 2φ
∧

= + =    

Επειδή η  ΔE  είναι η διχοτόμος της  ΑΔΒ
∧

 ,  έχουμε    ˆΑΔΒ 2φ ˆΕΔΑ φ
2 2

= = =  .  

Επομένως   ΕΔΑ ΔΑΓ=  οι οποίες είναι εντός εναλλάξ, άρα  ΕΔ // ΑΓ  . 

β. Είναι   ΕΑΔ ΔΑΖ φ= =  , αφού η ΑΔ διχοτόμος της Α  .  

Οπότε   ΕΑΔ ΕΔΑ φ= =  , άρα το τρίγωνο ΕΑΔ είναι ισοσκελές. 

γ. Επειδή  ΔΕ // ΑΖ   και  ΖΔ // ΑΕ  ,  το  ΑΖΔΕ  είναι παραλληλόγραμμο οπότε οι διαγώνιοι του  ΑΔ  και  ΕΖ  
διχοτομούνται. 
151    ÈÝìá   1823 
α. Είναι  ΑΓ ΒΓ=   ως εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου που άγονται από το σημείο Γ.  
Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΒ. 
Τα ορθογώνια τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΔ έχουν: 
 ΑΒ κοινή 
  ΑΒΔ ΒΑ Ε=  , ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ΑΒ του ισοσκελούς  
τριγώνου ΑΒΓ. 
Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε   ΑΒΕ ΒΑΔ=  . 
Επομένως το τρίγωνο ΒΗΑ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΒ. 
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β. Είναι:   OA OB ρ= =   
      OA AΓ⊥   και  ΒΕ ΑΓ⊥  ,  οπότε  ΟΑ // ΒΕ   
      OB BΓ⊥   και  ΑΔ ΒΓ⊥  ,  οπότε  OB // ΑΔ   
Επειδή  OA // BH   και  ΟΒ // ΑΗ  ,  το  ΟΒΗΑ  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή  OA OB=   είναι ρόμβος. 

γ. Αφού  OA OB=  ,  HA HB=   και  ΓΑ ΓΒ=  ,  τα  Ο,  Η  και  Γ  ανήκουν στη μεσοκάθετο του  ΒΑ ,  οπότε είναι 
συνευθειακά. 
152    ÈÝìá   1869 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΑΔ  o(B 90 )
∧

=   και  ΓΑΕ  ο(Γ 90 )
∧

=   έχουν:   ΑΒ ΓΕ=    

     BΔ ΑΓ=  
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΑΔ ΑΕ= . 
β. Τα τρίγωνα  ΑΚΖ  και  ΑΘΚ  έχουν:   AZ AΘ=  ως μισά ίσων τμημάτων 
    ΑΚ  κοινή 

    ΖAΚ ΚΑΘ
∧ ∧

=  , αφού η Αδ διχοτόμος 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  ΚΖ ΚΘ=  . 
γ.   ΚΘ ΚΖ=  , από το β. ερώτημα 
   ΚΖ ΑΖ=  , από υπόθεση 
   ΑΖ ΑΘ=  , ως μισά ίσων τμημάτων. 
Άρα  ΚΘ ΚΖ ΑΖ ΑΘ= = =  ,  οπότε το  ΑΖΚΘ  είναι ρόμβος. 

 

 

153    ÈÝìá   1651 
α. i.  Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο είναι   οΑΒΓ 60=  . 

Οπότε     ο ο οΑΒΕ ΑΒΓ ΕΒΓ 60 90 150= + = + =  

ii. Επειδή  ΑΒ ΒΓ ΒΕ= =  ,  το τρίγωνο ΒΕΑ είναι ισοσκελές οπότε   ΒΕ Α ΒΑ Ε=  

Στο τρίγωνο ΒΕΑ έχουμε     οΒΕ Α ΒΑ Ε ΑΒΕ 180+ + =  ο ο2ΒΕ Α 150 180⇔ + =  ο ο2ΒΕ Α 30 ΒΕ Α 15⇔ = ⇔ = . 
β. Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ έχουν: 
 ΑΒ ΑΓ=  , ως πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ 
 ΒΕ ΓΔ=  , ως πλευρές του τετραγώνου ΒΓΔΕ 
   ΑΓΔ ΑΓ Β ΒΓΔ= + ο ο ο60 90 150 ΑΒΕ= + = =  
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ) οπότε  ΑΕ ΑΔ=  . 
Επομένως το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές. 

154    ÈÝìá   1652 
α. Είναι  ΑΒ ΑΕ=   ως πλευρές τετραγώνου και  ΑΒ ΑΓ=   από υπόθεση. Άρα  ΑΕ ΑΓ=  , οπότε το τρίγωνο ΑΕΓ 
είναι ισοσκελές. 
β. Επειδή το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές έχουμε   ΑΕ Γ ΕΓΑ=  . 

Στο τρίγωνο ΑΕΓ είναι       ο οΕΑ Γ ΑΕ Γ ΕΓ Α 180 2ΕΓΑ ΕΑ Β ΒΑ Γ 180+ + = ⇔ + + =  

   ο ο2ΕΓΑ 90 ΒΑ Γ 180⇔ + + =  

   ο2ΕΓΑ 90 ΒΑ Γ⇔ = −  
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155    ÈÝìá   1643 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΖ  και  ΑΕΔ  έχουν: 
 ΑΒ ΑΔ=  
 ΒΖ ΑΕ=  ,  ως αθροίσματα ίσων τμημάτων. 
Οπότε είναι ίσα. 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΖ  και  ΑΕΔ,  είναι  ίσα έχουμε  AEΔ AΖΒ
∧ ∧

=  . 

Είναι   ΑΕ Δ ΕΔ Γ=  , ως εντός εναλλάξ, οπότε  ΕΔΓ AZB
∧ ∧

=  . 

156   ÈÝìá   1662 
α. Είναι  ΟΑ ΟΓ ΟΒ ΟΓ ρ= = = =  . 
Στο  ΑΒΓΔ  οι διαγώνιοι διχοτομούνται και είναι ίσες αφού  ΑΓ ΒΔ 2ρ= = . 

Άρα το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο. 

β. Για να είναι το ορθογώνιο  ΑΒΓΔ  τετράγωνο, πρέπει να είναι και ρόμβος , οπότε πρέπει οι 
διαγώνιοί του  ΑΓ  και  ΒΔ  να είναι και κάθετες. 

 

157    ÈÝìá   1814 
α. Το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισόπλευρο, οπότε   οΜΒΓ 60=  

Έχουμε     ο ο ο οΑΒΜ ΜΒΓ 90 ΑΒΜ 60 90 ΑΒΜ 30+ = ⇔ + = ⇔ =  . 
Είναι:   ΒΜ ΒΓ=  , ως πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου  ΜΒΓ  
    ΒΑ ΒΓ=  , ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 
Επομένως  ΒΑ ΒΜ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΒΑΜ  είναι ισοσκελές, άρα   ΒΑ Μ ΒΜΑ=  . 

Στο τρίγωνο ΑΒΜ έχουμε      ο ο ο οΑΒΜ ΒΑ Μ ΒΜΑ 180 30 2ΒΑΜ 180 ΒΑΜ 75+ + = ⇔ + = ⇔ =  . 

Οπότε   ο ο ο οΔΑ Ε 90 ΒΑΜ 90 75 15= − = − =  . 
β. Τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΕΓ έχουν: 
 ΔΕ κοινή 
 ΔΑ ΔΓ=  , ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ 
  ΑΔ Ε ΕΔ Γ=   αφού η διαγώνιος του τετραγώνου διχοτομεί τις γωνίες του. 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 
γ. Από την προηγούμενη ισότητα τριγώνων έχουμε     οΔΑ Ε ΔΓ Ε ΔΓΕ 15= ⇔ =    (1) . 

Επειδή το ΒΓΜ είναι ισόπλευρο είναι   οΒΓ Μ 60=  . 

Έχουμε      ο ο ο ο οΔΓΒ 90 ΔΓΕ ΕΓΜ ΒΓΜ 90 15 ΕΓΜ 60 90= ⇔ + + = ⇔ + + =  οΕΓΜ 15⇔ =  ,  (2). 

Από  (1)  και  2)  έχουμε   ΔΓΕ ΕΓΜ=  , άρα η ΓΕ είναι διχοτόμος της γωνίας  ΔΓ Μ  . 

158    ÈÝìá   1788 

α. Είναι  oEAH 360 EAB HAΓ ΒΑΓ
∧ ∧ ∧ ∧

= − − − o o o o360 90 90 (180 AΒΓ AΓΒ)
∧ ∧

= − − − − −  

  ΑΒΓ AΓB
∧ ∧

= +  

β. Τα τρίγωνα  ΕΑΓ  και  ΒΑΗ έχουν: 
 EA AB=   
 ΑΓ ΑΗ=    

 οΕΑΓ ΒΑΗ 90 ΒΑΓ
∧ ∧ ∧

= = +    
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ),  άρα  ΕΓ ΒΗ=   
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γ. Έστω  Κ  το σημείο τομής των  ΕΓ ,  ΒΗ  και  Λ  το σημείο τομής των  ΑΒ ,  ΕΓ  αρκεί να δείξουμε ότι   
οΒΚΛ 90

∧
= ⇔ οAΒΚ ΒΛΚ 90

∧ ∧
+ =  ,  (1) 

Επειδή τα τρίγωνα  ΕΑΓ  και  ΒΑΗ  είναι ίσα έχουμε   ΑΒΚ ΑΕΓ=  . 
Είναι   ΒΛΚ ΑΛΕ=  , ως κατακορυφήν. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΛ είναι     ο οΑΕΛ ΑΛΕ 90 ΑΒΚ ΒΛΚ 90+ = ⇔ + =  . 
Οπότε η (1) ισχύει. 

159    ÈÝìá   1795 

α. Επειδή  ΜΑ ΜΛ=   και  ΜΒ ΜΓ=  ,  το  ΑΓΛΒ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  ΓΛ ΑΒ=  . 
Είναι  ΑΒ ΑΕ=  , ως πλευρές τετραγώνου, οπότε  ΓΛ ΑΕ=  . 

β. Είναι:   AΓΛ Γ ΒΓΛ Γ Β
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = +  ,  αφού   ΒΓΛ Β=  , ως εντός εναλλάξ 

        ο ο ο οΕΑΗ 360 ΕΑΒ ΗΑΓ Α 360 90 90 Α= − − − = − − −   ο180 Α Β Γ= − = +  

Οπότε   ΑΓΛ ΕΑΗ=  . 

γ. Τα  
Δ

AΓΛ   και  
Δ

ΕAΗ   έχουν:   ΑΓ ΑΗ=   
         ΓΛ ΑΕ= , από το  α.  ερώτημα 

         AΓΛ ΕAΗ
∧ ∧

=  ,  από το  β.  ερώτημα  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα   ΛΑΓ ΑΗ Ε=  ,  (1). 

Αρκεί να δείξουμε ότι   ο οΑΡ Η 90 ΡΑΗ ΡΗΑ 90
∧ ∧

= ⇔ + =  .   

Είναι  οΛΑΓ ΓΑΗ ΡΑΗ 180
∧ ∧ ∧

+ + =
(1) o οAHE 90 ΡAH 180

∧ ∧
⇔ + + = οΡΗΑ ΡΑΗ 90

∧ ∧
⇔ + = . 

160    ÈÝìá   1734 
α. Τα τρίγωνα ΗΔΘ, ΘΑΕ, ΕΒΖ και ΗΓΖ έχουν: 
 ΗΔ ΑΕ ΒΕ ΓΗ= = =  , ως ίσες πλευρές των ίσων ισόπλευρων τριγώνων ΗΔΓ και ΕΑΒ (τα τρίγωνα ΗΔΓ και 
ΕΑΒ είναι ίσα επειδή έχουν όλες τις πλευρές τους ίσες με τις πλευρές ΓΔ και ΑΒ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ) 
 ΘΔ ΘΑ ΒΖ ΓΖ= = =   ως ίσες πλευρές των ίσων ισόπλευρων τριγώνων ΘΔΑ και ΒΓΖ (όπως πριν, τα ΘΔΑ και 
ΒΓΖ είναι ίσα αφού έχουν όλες τις πλευρές τους ίσες με τις πλευρές ΑΔ και ΒΓ του ΑΒΓΔ) 
     ο ο ο οΗΔΘ ΘΑ Ε ΕΒΖ ΖΓ Η 360 90 2 60 150= = = = − − ⋅ =  
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  ΘΗ ΗΖ ΖΕ ΕΘ= = =  . 
Επομένως το  ΕΖΗΘ  είναι ρόμβος. 

β. Αν το  ΑΒΓΔ  είναι τετράγωνο, τότε  ΑΒ ΑΔ=  .  
Στα ισόπλευρα τρίγωνα  ΑΔΘ  και  ΑΕΒ  είναι  ΑΘ ΑΔ=   και  ΑΕ ΑΒ=  , οπότε  ΑΘ ΑΕ=  .  

Δηλαδή, το τρίγωνο  ΑΘΕ  είναι ισοσκελές, οπότε   ΑΘΕ ΑΕΘ=   και είναι 
   οΑΘΕ ΑΕΘ ΘΑ Ε 180+ + =  ο ο ο2ΑΘΕ 150 180 ΑΘΕ 15⇔ + = ⇔ =  . 

Όμοια, στο τρίγωνο ΔΘΗ, είναι   οΗΘΔ 15=  . 

Τότε      ο ο ο οΕΘΗ ΔΘΗ ΕΘΑ ΑΘΔ 15 60 15 90= + + = + + = . 
Επομένως ο ρόμβος έχει μια γωνία ορθή, άρα είναι τετράγωνο. 
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161    ÈÝìá   1750 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΝ  και  ΓΔΜ  έχουν:   ΑΔ ΔΓ=    
     ΑΝ ΓΜ=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΔΝ ΔΜ=  . 
β. Επειδή τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΓΔΜ είναι ίσα, έχουμε   ΜΔ Γ ΑΔΝ=  . 

Είναι   ΓΔΝ ΔΝΑ=  , ως εντός εναλλάξ. 

Οπότε  οΜΔΓ ΓΔΝ ΑΔΝ ΔΝΑ 90
∧ ∧ ∧ ∧

+ = + =  ,  άρα  ΔΝ ΔΜ⊥  . 

162    ÈÝìá   1825 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο:  
   οΑΒΖ (Β 90 )= , είναι     ο οΑΖΒ ΖΑ Β 90 ΑΖΒ 90 ΖΑ Β+ = ⇔ = −  

   οΑΗΝ (ΑΗ Ν 90 )= ,  είναι    οΑΝΗ ΗΑΝ 90+ =  οΑΝ Η 90 ΗΑ Ν⇔ = −  οΑΝΔ 90 ΖΑ Β⇔ = −  

Επομένως,   ΑΖΒ ΑΝΔ=  . 
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΝ  και  ΑΒΖ  έχουν:  
  ΑΔ ΑΒ=    

   ΑΖΒ ΑΝΔ=  
Οπότε είναι ίσα. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΜΝ  η  ΑΗ  είναι ύψος και διχοτόμος.  

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές, άρα  AM AN=  .   

Είναι:    EΔΝ ΑΝΔ=   , ως εντός εναλλάξ 
     ΑΝΔ ΑΜ Ν=  , αφού το τρίγωνο  ΑΜΝ  είναι ισοσκελές 

     ΑΜ Ν ΔΜ Ε=  , ως κατακορυφήν 

Άρα   ΕΔΝ ΔΜ Ε=  ,  οπότε ΔΕ ΕΜ= . 

γ. Είναι:   AE ΕM ΑΜ ΔΕ ΑΝ= + = +  . 
     AΝ ΒΖ=  ,  αφού τα τρίγωνα  ΑΔΝ  και  ΑΒΖ  είναι ίσα.  
Άρα  ΑΕ ΔΕ ΒΖ= + . 

 

 
163    ÈÝìá   1589 

α. Είναι     ο ο ο οΑ B Γ 180 Α 40 60 180+ + = ⇔ + + = ⇔ oA 80
∧

=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  έχουμε: 
 Δ ,  Ε  τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ , οπότε  ΔΕ // ΑΓ    

 Ε, Ζ τα μέσα των ΒΓ, ΑΓ οπότε  EZ // AB   

γ. Είναι  οΒΔΕ A 80
∧ ∧

= =   και  οΒΕΔ Γ 60
∧ ∧

= =   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

164    ÈÝìá   1608 

α. Είναι     ο ο ο οΑ B Γ 180 40 70 Γ 180+ + = ⇔ + + = ⇔ οΓ 70
∧

= . 

Οπότε  B Γ
∧ ∧

=  ,  άρα το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με  ΑΒ ΑΓ=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ είναι  Δ  μέσο  ΑΒ ,  Ε  μέσο  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓ ΒΓΔΕ 9 BΓ 18
2 2

= ⇔ = ⇔ =  
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γ. Είναι:   ΑΓ 2ΕΓ 2 16 32= = ⋅ =   και 
    ΑΒ ΑΓ 32= =  
Η περίμετρος είναι  Π 32 32 18 82= + + =  . 

165   ÈÝìá   1613 
α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓ // ΔΕ  . 

β. Επειδή τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ  έχουμε  BΓ ΒΓΔΕ 9 ΒΓ 18
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

γ. Είναι  ΑΔ ΔΒ 10= =  , ΕΓ ΑΕ 8= =  ,  οπότε  ΑΒ 20=   και  ΑΓ 16=   άρα: 
  ΑΒΓΠ ΑΒ ΒΓ ΑΓ 20 18 16 54= + + = + + =  

  ΔΕΓΒΠ ΔΕ ΕΓ ΓΒ ΒΔ 9 8 18 10 45= + + + = + + + =  

Επομένως  ΑΒΓ ΔΕΓΒΠ Π>  . 

166    ÈÝìá   1611 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  Δ  μέσο  ΒΓ,  Ε  μέσο  ΑΓ  , οπότε  ΔΕ // ΑΒ  . 

β.i. Έχουμε  ox B 50
∧∧

= =  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη.  

ii. Επειδή  ΔΕ // ΑΒ  ,  είναι  οA ΔΕΓ 70
∧ ∧

= =  .   

Είναι     ο ο ο οΑ Β Γ 180 70 50 Γ 180+ + = ⇔ + + = ⇔ ο ο οΓ 180 120 Γ 60
∧ ∧

= − ⇔ =  . 

167    ÈÝìá   1583 

α. Έχουμε: 

  Στο τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι  Ζ  μέσο  ΟΑ,  Η  μέσο  ΟΒ  , οπότε  ΑΒΖΗ
2

=   

  Στο τρίγωνο  ΟΓΔ  είναι  Ε  μέσο  ΟΔ,  Θ  μέσο  ΟΓ  , οπότε  ΓΔΕΘ
2

=  

  Στο τρίγωνο  ΟΒΓ  είναι Η μέσο  ΟΒ, Θ μέσο ΟΓ ,  οπότε  ΒΓΗΘ
2

=  

  Στο τρίγωνο  ΟΑΔ  είναι  Ε  μέσο  ΟΔ ,  Ζ  μέσο   ΟΑ ,  οπότε  AΔEZ
2

=  .   

Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο έχουμε  ΑΒ ΓΔ=  , άρα  ΖΗ ΕΘ=   και  ΑΔ ΒΓ=  ,  άρα  ΗΘ ΕΖ=  . 
Επομένως το  ΕΖΗΘ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Έχουμε  ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΑ 40+ + + = . 

Είναι  ΑΔ ΑΒ ΒΓ ΓΔΕΖ ΖΗ ΗΘ ΘΕ
2 2 2 2

+ + + = + + + ΑΔ ΑΒ ΒΓ ΓΔ 40 20
2 2

+ + += = =  . 

168    ÈÝìá   1566 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΓΒ ,  ΓΑ ,  οπότε  ΑΒΕΖ //
2

=    (1) . 

Επομένως  ΕΖ // ΒΔ=  ,  άρα το  ΔΒΕΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Από την  (1)  έχουμε  ΕΖ // ΑΔ=  ,  οπότε το  ΖΕΔΑ  είναι παραλληλόγραμμο,  

άρα οι διαγώνιοί του ΑΕ και ΔΖ διχοτομούνται. 
Οπότε η  ΔΖ  διχοτομεί το  ΑΕ . 
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169    ÈÝìá   1564 
α. Τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΖ έχουν: 
  ΒΕ ΓΖ=  , ως μισά τμήματα των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ. 
  ΒΔ ΓΔ=  , διότι το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου  ΑΒΓ ,  οπότε είναι και διάμεσός του. 
   Β Γ=  , ως γωνίες προσκείμενες στη βάση  ΒΓ  του ισοσκελούς τριγώνου  ΑΒΓ . 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΒΓ ,  ΑΒ ,  οπότε  ΑΓΔΕ // ΔΕ // ΑΖ
2

=  =  .   

Άρα το  ΑΕΔΖ  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή  ΔΕ ΑΖ ΑΕ= =   είναι ρόμβος, αφού έχει δύο διαδοχικές πλευρές 
ίσες. 

170    ÈÝìá   1560 
α. Επειδή  ΔΑ ΔΓ=   και  ΔΕ ΔΜ=   το  ΑΜΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  η  ΑΜ  είναι διάμεσος, οπότε είναι και ύψος, επομένως  oAΜΓ 90
∧

=  .   
Άρα το  ΑΜΓΕ  είναι ορθογώνιο. 

β. Είναι  ΔΖ ΑΜ⊥   και  ΓΜ ΑΜ⊥   οπότε ΔΖ / /ΓΜ  . 
Στο τρίγωνο  ΑΜΓ  το  Δ  είναι μέσο του  ΑΓ  και  ΔΖ // ΜΓ ,  οπότε το  Ζ  είναι μέσο της  ΑΜ  και   

ΒΓ
ΜΓ ΒΓ2ΔΖ ΔΖ ΔΖ
2 2 4

= ⇔ = ⇔ =  . 

171   ÈÝìá   1542 

α. Επειδή  ΔΕ // ΑΒ   και  ΑΒ ΑΓ⊥ ,  είναι  ΔΕ ΑΓ⊥ ,  οπότε το τρίγωνο  ΔΕΓ  είναι 
ορθογώνιο. 
β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  το  Δ  είναι το μέσο της  ΒΓ  και  ΔΕ // ΑΒ  ,  οπότε  το  Ε  είναι μέσο 

της  ΑΓ και  ΑΒ ΑΓΔΕ
2 2

= =  . 

 

172    ÈÝìá   1803 

α. Είναι  ΒΓΑΓ ΑΓ MΓ
2

= ⇔ =  ,  οπότε το τρίγωνο  ΓΑΜ  είναι ισοσκελές, άρα  ΜΑΓ ΑΜΓ
∧ ∧

=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Λ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΑΓ ΓΜMΛ ΜΚ
2 2

= = =  . 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Λ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΒ,  ΒΓ ,  οπότε    ΛΜ // ΑΓ  ,  άρα  ΛMA ΜΑΓ
∧ ∧

=  , ως εντός 
εναλλάξ.  

Έχουμε   ΜΑ Γ ΑΜ Γ=  , οπότε   ΛΜΑ ΑΜ Γ=  

Άρα η  ΑΜ  είναι η διχοτόμος της  ΛΜK
∧

.   

173    ÈÝìá   1726 

α. Έστω ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  με  AB AΓ=  και  Δ, Ε, Ζ  τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  ΒΓ  αντίστοιχα.  

Είναι  ΑΓΔΖ
2

=   (1)  και  ABZE
2

=   (2).  

Άρα  ΔΖ ΖΕ=  ,  οπότε το ΔΖΕ  είναι ισοσκελές. 

β.i.   Διατύπωση 
Το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα πλευρών ισόπλευρου τριγώνου είναι ισόπλευρο. 
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  Απόδειξη 

Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα Δ, Ε είναι μέσα των  ΑΒ, ΑΓ ,  οπότε  ΒΓΔΕ
2

=   (3).   

Επειδή  ΑΒ ΒΓ ΑΓ= =   από τις (1), (2) και (3) έχουμε    ZΔ ΖΕ ΔΕ= =  . 
Άρα το τρίγωνο ΔΕΖ είναι ισόπλευρο. 

ii.   Διατύπωση 
Το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα πλευρών ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου είναι  
ορθογώνιο και ισοσκελές. 
  Απόδειξη 
Έστω ότι   οΑ 90=  . 
Από το  α.  ερώτημα είναι  ΖΔ ΖΕ=   , άρα το τρίγωνο  ΔΖΕ  είναι ισοσκελές. 

Επειδή  ΖΔ // ΑΓ  ,  ΖΕ // ΑΒ   και  ΑΒ ΑΓ⊥  ,  προκύπτει  ότι  ΔΖ ΕΖ⊥  .  Άρα  οΔΖΕ 90
∧

=  ,  επομένως το  
Δ

ΔΖΕ   
είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

174    ÈÝìá   1798 
α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα Κ, Λ είναι μέσα των ΑΒ, ΒΓ ,  οπότε  ΚΛ // ΑΓ . 
Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  τα Κ, Ν είναι μέσα των ΑΒ, ΑΔ ,  οπότε  ΚΝ // ΒΔ . 
Στο τρίγωνο  ΒΓΔ  τα  Λ, Μ  είναι μέσα των  ΒΓ, ΓΔ ,  οπότε  ΛΜ //ΒΔ . 
Στο τρίγωνο  ΑΓΔ  τα  Μ, Ν  είναι μέσα των  ΓΔ, ΑΔ ,  οπότε  ΜΝ //ΑΓ . 
Άρα  ΚΛ / /ΜΝ   και  ΚΝ / /ΛΜ   και συνεπώς το  ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραμμο. 
Είναι KN // ΒΔ , ΚΛ // ΑΓ   και  ΑΓ ΒΔ⊥  ,  αφού είναι διαγώνιοι του ρόμβου ΑΒΓΔ . 
Οπότε  ΚΝ ΚΛ⊥  .  Άρα το  ΚΛΜΝ  είναι ορθογώνιο. 

β. Το  ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Στα τρίγωνα  ΑΒΔ , ΑΒΓ  τα  Ν , Κ  και  Λ  είναι τα μέσα των πλευρών  ΑΔ ,  ΑΒ  και  ΒΓ , 

άρα  ΒΔKN
2

= , ΑΓΚΛ
2

=   το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο, άρα  ΑΓ ΒΔ= ,  οπότε  ΚΝ ΚΛ= . 

Άρα το  ΚΛΜΝ  είναι ρόμβος. 

175    ÈÝìá   1728 
α. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο έχουμε   

ΑΒ // ΓΔ= ΑΒ ΓΔ//
2 2

 = ΒΕ // ΔΖ =  . 

Άρα το  ΔΕΒΖ   είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Είναι:   ΔΕ // ΒΖ  ,  οπότε  AEΔ ΕΒΖ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά 

     ΑΒ // ΓΔ   οπότε  ΕΒΖ BZΓ
∧ ∧

=  ως εντός εναλλάξ 

Άρα  AΕΔ BZΓ
∧ ∧

=  . 
γ.   Στο τρίγωνο  ΑΒΛ το  Ε  είναι το μέσο του  ΑΒ  και  ΕΚ // ΒΛ ,  οπότε  το Κ είναι μέσο του ΑΛ , άρα  
ΚΑ ΚΛ=  . 

   Στο τρίγωνο  ΔΚΓ  το  Z  είναι το μέσο του  ΓΔ  και  ZΛ // ΔΚ ,  οπότε  το Λ είναι μέσο του ΚΓ , άρα  
ΚΛ ΛΓ=  . 
Επομένως  ΑΚ ΚΛ ΛΓ= =   δηλαδή οι ΔΕ και ΒΖ τριχοτομούν την ΑΓ . 
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176    ÈÝìá   1802 

α.   Στο τρίγωνο  ΓΒΝ  έχουμε τα  Μ ,  Λ  τα μέσα των  ΓΒ,  ΓΝ ,  οπότε  ΜΛ // ΒΝ  . 
  Στο τρίγωνο  ΑΜΛ ,  το  Κ  είναι το μέσο του  ΑΜ  και  ΚΝ // ΜΛ  ,  οπότε το  Ν  είναι το μέσο του  ΑΛ . 

β. Είναι  ΚΜΓ ΓΜΛ ΛΜΑ ΜΒK ΑΚΝ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = +  ,  αφού: 

 ΜΛ // ΒΚ  , άρα   ΓΜΛ ΜΒΚ=  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

 ΜΛ // ΚΝ  , άρα   ΛΜΑ ΑΚΝ=   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

γ. Από το  α.  έχουμε  

ΒΝ
ΜΛ ΒΝ2ΚΝ

2 2 4
= = =  . 

Οπότε  BN 4KN ΒΚ ΚΝ 4ΚΝ ΒΚ 3ΚΝ= ⇔ + = ⇔ =  . 

177    ÈÝìá   1868 

α. Τα τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΒΜΔ  έχουν:   ΔΑ ΔΒ=  
     ΔΖ ΔΜ=    

     AΔZ BΔΜ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Επειδή  ΔΑ ΔΒ=   και  ΔΖ ΔΜ=  ,  το  ΖΑΜΒ  είναι παραλληλόγραμμο αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. 
Οπότε  ZA // BM ZA // MΓ=  =  ,  άρα το  ΖΑΓΜ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓΔΕ // ΔΕ // ΜΓ ΔΕ // ΖΑ
2

=  =  =  . 

Άρα το  ΖΑΕΔ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε τα  ΖΕ  και  ΑΔ  διχοτομούνται.  

Είναι:   ΔΕ ΖΑ=   και  ΖΑ ΜΓ=  , άρα  ΔΕ ΜΓ=  

    ΒΓ ΑΓΜΓ ΑΕ
2 2

= = =  

Οπότε  ΔΕ ΑΕ=  , άρα το  ΖΑΕΔ  είναι ρόμβος, επομένως  ΖΕ ΑΔ⊥  . 

δ. Στο τρίγωνο  ΖΑΒ  η  ΖΔ  είναι διάμεσος  ΑΓ ΑΒΖΔ ΔΜ
2 2

= = =  .   

Οπότε  oBZA 90
∧

= ,  άρα  ΒΖ ΖΑ⊥  . 

178    ÈÝìá   1801 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Δ ,  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΒΓ ,  ΑΓ ,  ΑΒ,  οπότε  ΔΕ // ΒΖ   και  ZE // BΔ  . 
Άρα το  ΖΕΔΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Είναι:    ZBM MBΔ
∧ ∧

=   και   ΜΒΔ ΖΜ Β=  , ως εντός εναλλάξ, άρα   ΖΒΜ ΖΜ Β=   , οπότε το τρίγωνο  ΒΖΜ  

είναι ισοσκελές. 

  ENM ZBM
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ και  ΖΒΜ ZMB NME
∧ ∧

= =  ,  άρα  ΕΝΜ ΝΜ Ε=  . 

Οπότε το  
Δ

MEN   είναι ισοσκελές 
γ. Είναι  BZ NE ZM ME ZE BΔ ΔΓ+ = + = = =  . 

179    ÈÝìá   1889 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  το  ΑΗ  είναι ύψος και διχοτόμος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές με  ΑΒ ΑΔ=   και το  
ΑΗ  είναι διάμεσος.  

Επειδή  HB HΔ=   και  HA HZ=  ,  το  ΑΒΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο  αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται 
Επειδή επιπλέον είναι  ΑΒ ΑΔ=  ,  το  ΑΒΖΔ  είναι ρόμβος. 
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β. Στο τρίγωνο  ΒΓΔ  είναι  Η ,  Θ  τα μέσα των  ΒΔ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΗΘ // ΓΔ  .  

Είναι  ΑΔ / /ΒΖ   οπότε  ΓΔ // ΒΖ  . 

Επομένως  ΗΘ // ΒΖ  . 

γ. Στο τρίγωνο  ΒΓΔ  τα  Η ,  Θ  είναι μέσα των  ΒΔ ,  ΒΓ  οπότε   

ΓΔ ΑΓ ΑΔ ΑΓ ΑΒΗΘ
2 2 2

− −= = =  ,  αφού  ΑΔ ΑΒ=  . 

180    ÈÝìá   1898 

α. Στο τρίγωνο  ΑΔΓ ,  τα  Ζ ,  Η  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΑΓ ,  οπότε   
ΔΓ ΒΔZH // ΖΗ // ΖΗ // ΔΕ
2 2

=  =  = ,  άρα το  ΔΕΖΗ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Για να είναι το παραλληλόγραμμο  ΔΕΖΗ  ρόμβος, αρκεί να είναι  ZH ZE=   (1) .   

Στο  
Δ

ΑΔΒ   τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΒΔ ,  ΑΔ ,  οπότε  ABZE
2

=  . 

Η  (1) ΔΓ ΑΒ ΔΓ ΑΒ
2 2

⇔ = ⇔ = BΓ ΑΒ ΒΓ 2ΑΒ
2

⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε το  ΔΕΖΗ  είναι ρόμβος, όταν  ΒΓ 2ΑΒ=  . 

γ. Αν  oB 90
∧

=  ,  τότε  ΑΒ ΒΓ⊥  .   

Επειδή  ZE // AB  ,  έχουμε  ZE BΓ⊥  ,  δηλαδή  οΖΕΓ 90
∧

=  .   
Άρα το παραλληλόγραμμο  ΔΕΖΗ  είναι ορθογώνιο. 

181    ÈÝìá   1741 
α. Τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των πλευρών: 
 ΑΒ, ΑΓ στο τρίγωνο  ΑΒΓ  οπότε  ΚΛ / /ΒΓ  
 ΜΔ, ΜΕ στο τρίγωνο  ΜΔΕ , οπότε  ΚΛ // ΔΕ  

Άρα  ΔΕ // ΒΓ  . 

β.   Επειδή  KA KB=   και  KM ΚΔ=   το  ΔΑΜΒ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  
ΑΔ // ΒΓ  . 
 Επειδή  ΜΛ ΛΕ=   και  ΛΓ ΛΑ=   το ΑΕΓΜ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  
ΑΕ // ΒΓ . 
Από ο Α διέρχεται μοναδική ευθεία παράλληλη στη ΒΓ, άρα  τα  Δ ,  Α ,  Ε  είναι 
συνευθειακά. 

182    ÈÝìá   1873 
α. Στο τρίγωνο  ΑΔΕ,  τα  Κ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΑΕ ,  οπότε   

KM // ΔΕ   και  ΔΕKM ΔΕ 2ΚΜ
2

= ⇔ = .   

Είναι  KΜ // ΔΕ   και  ΚΜ AΔ⊥  ,  άρα  ΔΕ ΑΔ⊥  . 

β. Επειδή  MA ME=   και  MB ΜΓ=  ,  το  ΑΒΕΓ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Είναι  ΑΒ ΑΜ=  ,  οπότε το  
Δ

ABM   είναι ισοσκελές και επειδή το  ΑΚ  είναι ύψος θα είναι και διάμεσος.  

Επειδή  KB KM=   και  KA ΚΔ=  ,  το  ΑΜΔΒ  είναι παραλληλόγραμμο και αφού επιπλέον είναι  ΑΔ ΒΜ⊥   
είναι ρόμβος. 

δ. Στο  
Δ

ΑΒΓ   το  Μ  είναι το μέσο της  ΒΓ  και η  ΔΜ // ΑΒ  ,  οπότε τέμνει την  ΑΓ  στο μέσο της  Ζ . 
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183    ÈÝìá   1723 

α. Το  
Δ

ΑΒΗ   είναι ισοσκελές, αφού η  ΑΕ  είναι διχοτόμος και ύψος. 

β. Επειδή το  
Δ

ΑΒΗ   είναι ισοσκελές και η  ΑΕ  είναι διχοτόμος, θα είναι και διάμεσος, οπότε το  Ε  είναι μέσο του 

ΒΗ .  Στο  
Δ

ΒΗΓ   τα  Ε ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΒΗ ,  ΒΓ ,  επομένως ΕΜ // ΗΓ . 

γ. Στο  
Δ

ΒΗΓ   τα  Ε ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΒΗ,  ΒΓ  ,  οπότε  HΓ ΑΓ ΑΗ ΑΓ ΑΒEM
2 2 2

− −= = =  . 

184    ÈÝìá   1804 

α.   Στο τρίγωνο  ΔΑΒ  τα  Μ, Κ  είναι τα μέσα των ΑΔ, ΔΒ , οπότε  ΑΒΜΚ
2

=  . 

  Στο τρίγωνο  ΒΔΓ  τα  Κ, Ν  είναι τα μέσα των  ΔΒ, ΒΓ ,  οπότε και   ΓΔKN
2

=  . 

Άρα  ΜΚ ΚΝ=   , αφού ΑΒ ΓΔ=  . 

β. Από το  α.  ερώτημα  είναι  ΜΚ // ΑΒ   και  ΚΝ // ΔΖ .   

Επειδή  KM KN=   έχουμε  KMN KNM
∧ ∧

= . 

Είναι:   MEA KMN
∧ ∧

=   ως εντός εναλλάξ 

     MZΔ ΚΝΜ
∧ ∧

=   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

Άρα  MEA MZΔ
∧ ∧

=  . 

185    ÈÝìá   1775 

α. Είναι  ΔΝ // ΜΒ   και  ΜΔ // ΒΝ  ,  οπότε το  ΜΒΝΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Είναι  ΑΔ ΒΓBN ΜΔ
2 2

= = =  ,  οπότε το  Ν  είναι το μέσο του  ΒΓ . 

Στο τρίγωνο  ΒΕΓ  το Ν είναι μέσο της ΒΓ  και NZ // BE  ,  οπότε το  Ζ  είναι το μέσο του  ΓΕ . 

γ. Είναι  ΔΖ / /ΜΕ   και  ΜΕ ΕΓ⊥  , άρα  ΔΖ ΕΓ⊥  . 
Στο τρίγωνο  ΔΕΓ  το  ΔΖ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο  ΔΕΓ  είναι ισοσκελές με  ΔΕ ΔΓ=  . 

186    ÈÝìá   1832 

α. i. Στο  
Δ

AΒΓ   τα  Δ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  BΓΔΜ // ΔΜ // ΒΕ
2

=  =  .   

Άρα το  ΒΔΜΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

ii. Επειδή το  ΒΔΜΕ  είναι παραλληλόγραμμο, προκύπτει  ΔΒ ΜΕ=  ,  ΔΜ ΒΕ=   . 

Είναι  AΔΜ Β ΓΕΜ
∧ ∧ ∧

= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά. 

Έχουμε:   
ΑΒΖΔ ΔΒ ΜΕ
2

= = =    

     
ΒΓΕΗ ΒΕ ΔΜ
2

= = =  .   

Τα τρίγωνα  ΖΔΜ  και  ΕΜΗ  έχουν:   ΖΔ ΜΕ=   
         ΔΜ ΕΗ=   

         ΖΔΜ ΜΕΗ
∧ ∧

=   o90 B
∧

= +  .   
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Αν τα σημεία  Ζ ,  Δ ,  Ε  είναι συνευθειακά, τότε  ΔΕ ΑΒ⊥  .   

Στο  
Δ

ΑΒΓ   τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΔΕ // ΑΓ  .   

Άρα  ΓΑ ΑΒ⊥  ,  οπότε  oA 90
∧

=  . 
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187    ÈÝìá   1727 
α. Οι γωνίες  Β  , Γ   είναι εντός και επί τα αυτά, οπότε 

ο οB Γ 180 3Γ Γ 180
∧ ∧ ∧ ∧

+ = ⇔ + = ο ο4Γ 180 Γ 45
∧ ∧

⇔ = ⇔ = . 

β. Το  ΑΒΕΔ  έχει τρεις γωνίες ορθές  οA Δ Ε 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 
Άρα  ΒΔ ΑΕ=  . 
γ. To  ΑΒΕΔ  είναι ορθογώνιο, άρα  ΔΕ ΑΒ=  .   
Έχουμε  ΔΓ 2ΑΒ ΔΓ 2ΔΕ= ⇔ =  ,  άρα  το  Ε  είναι το μέσο του  ΓΔ ,  οπότε  ΑΒ ΔΕ ΕΓ= =  . 
Αφού  ΑΒ // ΕΓ=  ,  το  ΑΒΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε το  Κ  είναι το μέσο της διαγωνίου του  ΑΓ .  
Επειδή το  ΑΒΕΔ  είναι ορθογώνιο, το  Λ  είναι το μέσο της διαγωνίου του  ΑΕ . 

Στο  
Δ

ΑΕΓ   τα  Κ, Λ  είναι μέσα των  ΑΓ ,  ΑΕ  οπότε  1 1 1 1ΚΛ ΕΓ ΓΔ ΓΔ
2 2 2 4

= = ⋅ =  . 

188    ÈÝìá   1766 
α. Στο τρίγωνο ΕΑΒ  το  Δ  είναι το μέσο του  ΒΕ  και  ΔΗ // ΑΒ ,  οπότε  το Η είναι μέσο του ΑΕ, άρα  

ΑΒΔΗ
2

=  . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΗ  και  ΖΔΓ  έχουν:   ΑΔ ΓΔ=    
    ΗΔ ΖΔ=  ,  ως μισά ίσων τμημάτων 
Οπότε είναι ίσα. 
γ. Αν  η  ΓΖ  τέμνει την  ΑΕ  στο  Κ ,  αρκεί να δείξουμε ότι  
 οΑΚΖ 90= ⇔ oAZK ZAK 90

∧ ∧
+ = . 

Επειδή τα τρίγωνα  ΑΔΗ , ΖΔΓ  είναι ίσα έχουμε   ΖΑΚ ΖΓΔ=  . 

Είναι   ΑΖΚ ΔΖΓ=  , ως κατακορυφήν. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΖΓ είναι     ο οΔΖΓ ΖΓΔ 90 ΑΖΚ ΖΑ Κ 90+ = ⇔ + = . 

189    ÈÝìá   1743 

α. i. Επειδή οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του, είναι  
  οΕΓΑ ΑΓΖ 60= = .  

Τα τρίγωνα  ΑΓΔ  και  ΑΒΓ  είναι ισοσκελή και έχουν μία γωνία ο60 , άρα είναι 
ισόπλευρα. 
Τα ύψη  ΑΕ, ΑΖ  στα ισόπλευρα τρίγωνα είναι και διάμεσοί του, οπότε τα σημεία  Ε  και  Ζ  
είναι τα μέσα των πλευρών  ΓΔ  και  ΓΒ  αντίστοιχα. 

ii. Στο τρίγωνο  ΓΒΔ  τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΓΔ ,  ΓΒ ,  οπότε  EZ // BΔ  .   
Είναι  ΒΔ ΑΓ⊥ ,  άρα  ΑΓ ΕΖ⊥ . 

β. Επειδή τα  Ε ,  Ζ ,  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των πλευρών του τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ ,  το  ΕΜΝΖ  είναι 
παραλληλόγραμμο.  
Στο τρίγωνο  ΔΓΑ  τα  Ε ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΔΓ,  ΔΑ  οπότε  EM // ΓΑ .   

Αφού  ΓΑ ΕΖ⊥   έχουμε  ΕM ΕΖ⊥ ,  επομένως  oMEZ 90
∧

=  ,  οπότε το  ΕΜΝΖ  είναι ορθογώνιο. 

190    ÈÝìá   1745 

α. Επειδή  BA ΒΓ=   έχουμε  BΑΓ ΒΓΑ
∧ ∧

=  . 

Είναι  Α Γ
∧ ∧

=   οπότε  ΔΑΓ ΔΓΑ
∧ ∧

=   ως διαφορές ίσων γωνιών. 

Άρα το  
Δ

ΔΑΓ   είναι ισοσκελές. 

β. Είναι  BA ΒΓ=   και  ΔΑ ΔΓ=  ,  αφού το τρίγωνο  ΔΑΓ  είναι ισοσκελές.  
Οπότε  η  ΒΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΓ ,  άρα  ΑΓ ΒΔ⊥  . 
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γ. Αν  Κ ,  Λ ,  Μ ,  Ν  τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ ,  ΓΔ ,  ΔΑ ,  τότε το  ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή  ΚΛ // ΑΓ  ,  οπότε  ΚΝ // ΒΔ   και  ΑΓ ΒΔ⊥   είναι  ΚΛ ΚΝ⊥  ,  οπότε  οΛΚΝ 90
∧

=  .   
Άρα το  ΚΛΜΝ  είναι ορθογώνιο. 

191    ÈÝìá   1773 

α. Στα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΒΓΔ ,  τα  Ε ,  Μ  και  Ν,  Ζ  είναι τα μέσα πλευρών τους αντίστοιχα.  

Οπότε  BΓΕΜ //
2

=   και  ΒΓΝΖ //
2

=  ,  άρα  EM // NZ=  . 

Επομένως το  ΕΜΖΝ  είναι παραλληλόγραμμο.  

Στο  
Δ

ΒΑΔ   τα Ε, Ν είναι μέσα των ΑΒ, ΒΔ άρα  AΔ ΒΓEN ΝΖ
2 2

= = =  . 

Επομένως το  ΕΜΖΝ  είναι ρόμβος. 

β. Επειδή το  ΕΜΖΝ  είναι ρόμβος, οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα, οπότε η  ΕΖ  είναι η 
μεσοκάθετος του  ΜΝ . 

γ. Επειδή τα  Κ ,  Ε ,  Λ ,  Ζ  είναι τα μέσα των πλευρών του  ΑΒΓΔ  , το  ΚΕΛΖ  είναι παραλληλόγραμμο. Οπότε 
έχουμε  ΚΕ ΛΖ=  . 

δ. Έστω  Ο  το σημείο τομής των διαγωνίων  ΚΛ , ΕΖ  του παραλληλογράμμου  ΚΕΛΖ .   
Επειδή το  ΕΜΖΝ  είναι ρόμβος η διαγώνιος  ΜΝ  θα διέρχεται από το μέσο  Ο  του  ΕΖ,  που διέρχεται και η  ΚΛ.  
Άρα τα  ΚΛ ,  ΜΝ ,  ΕΖ  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

192    ÈÝìá   1794 

α. Αφού  Κ ,  Λ ,  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ ,  ΒΓ ,  ΓΔ ,  ΔΑ  έχουμε:  
ΑΓΚΛ //
2

=  ,  ΒΔΛΜ //
2

=   και  ΑΓΜΝ //
2

=  . 

Οπότε  ΚΛ // ΜΝ=  ,  άρα το  ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραμμο. 

Είναι  ΑΓ ΒΔΑΓ ΒΔ ΚΛ ΛΜ
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

Άρα το παραλληλόγραμμο  ΚΛΜΝ  είναι ρόμβος. 

β. Για να είναι το  ΚΛΜΝ  ρόμβος, αρκεί  ΑΓ ΒΔΚΛ ΛΜ
2 2

= ⇔ = AΓ ΒΔ⇔ =  .   

Άρα αρκεί το τετράπλευρο να έχει ίσες διαγώνιες 

193    ÈÝìá   1781 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Ο ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΑΓ ,  ΒΓ ,  οπότε  OZ // AB  ,  άρα  ΟΖ ΒΓ⊥  .   
Στο τρίγωνο  ΑΓΔ  τα Ο, Ε είναι τα μέσα των ΑΓ, ΓΔ , οπότε  ΟΕ / /ΑΔ  , άρα  ΟΕ ΓΔ⊥  .   
Επειδή το  ΟΖΓΕ  έχει τρεις γωνίες ορθές είναι ορθογώνιο. Επιπλέον είναι  ΓΖ ΓΕ= ,  ως μισά ίσων τμημάτων, 
οπότε το  ΟΖΓΕ  είναι τετράγωνο. 

β. Στο τετράγωνο  ΟΖΓΕ  το  Η  είναι το κέντρο του, οπότε  1 1 1 1 ΑΓZH ΕΖ OΓ ΑΓ
2 2 2 2 4

= = = ⋅ =  . 

γ. Στο  
Δ

ΑΒΓ   τα  Θ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΑΓΘΖ // ΘΖ // ΙΗ
2

=  =  . 

Άρα το  ΙΘΖΗ  είναι παραλληλόγραμμο  
Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΖΟΓ, η ΖΗ είναι διάμεσος οπότε είναι και ύψος, άρα   οΖΗΟ 90=  . 
Επομένως το  ΙΘΖΗ  είναι ορθογώνιο.   

Στο τετράγωνο  ΟΖΓΕ  έχουμε  ΟΓ ΙΗ ΘΖΖΗ ΘΙ ΘΙ ΘΖ 2ΘΙ
2 2 2

=  =  =  = .  Έχουμε  ΟΓ ΑΓΖΗ
2 4

= =  . 
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194    ÈÝìá   1858 
α. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  το  ΒΚ  είναι ύψος και διάμεσος. Άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές με  ΒΑ ΒΔ=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ ,  τα  Λ ,  Κ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΔ,  ΒΔ . 

Οπότε  ΒΔΛΚ ΒΝ
2

= =   και  ABKN ΛΒ
2

= =  .   

Είναι  BA BΔ= ⇔ BA ΒΔ
2 2

= ⇔ ΒΛ ΒΝ= .   

Άρα  ΒΝ ΒΛ ΛΚ ΚΝ= = =  ,  οπότε το  ΒΛΚΝ  είναι ρόμβος. 

γ.   Στο  
Δ

ΑΒΔ  ,  τα  Λ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΔ ,  οπότε  ΛΝ // ΑΔ  . 

   Στο  
Δ

ΑΒΓ  ,  τα  Λ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΛΜ // ΒΓ  . 

Επειδή  ΑΔ ΒΓ⊥  ,  είναι  ΛΜ ΛΝ⊥  . 

195    ÈÝìá   1616 
α. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν:   ΑΒ ΑΓ 5= =  
        ΒΔ ΓΕ 5= =    
         ΑBΔ ΑΓΕ=  , ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Β   και  Γ  . 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΒΑΔ ,  ΑΓΕ  είναι ισοσκελή και τα  ΒΚ ,  ΓΛ  είναι ύψη τους αντίστοιχα θα είναι και  

διάμεσοι, οπότε τα  Κ ,  Λ  είναι μέσα των  ΑΔ ,  ΑΕ . 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΔΕ   τα  Κ ,  Λ  είναι μέσα των  ΑΔ ,  ΑΕ ,  άρα  έχουμε   
ΔΕ ΔΒ ΒΓ ΓΕ ΑΒ ΒΓ ΑΓΚΛ
2 2 2

+ + + += = = ΑΒΓΠ 12 6
2 2

= = =  . 

196    ÈÝìá   1837 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΖ  το  ΒΔ  είναι διχοτόμος και ύψος, οπότε το  
Δ

ΑΒΖ  είναι ισοσκελές με  BA BZ=  . 
β.   Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΖ  η διχοτόμος του  ΒΔ  είναι και διάμεσος, οπότε το  Δ  είναι μέσο του  ΑΖ . 
   Στο τρίγωνο  ΑΖΓ  τα  Δ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΑΖ ,  ΑΓ ,  οπότε: 
   ΔΜ // BΓ  

   ΓΖ ΒΓ ΒΖΔΜ
2 2

−= = ΒΓ ΑΒ
2
−=  

γ. Επειδή  ΔΜ // BΓ  ,  έχουμε  ΒEΔΜ ΕΒΓ
2

∧
∧ ∧

= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά. 

 

 

197    ÈÝìá   1878 

α. Επειδή το  Θ  είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ ,  η  ΒΚ  είναι διάμεσός του.  

Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Ζ ,  Κ  είναι τα μέσα των  ΑΒ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓΖΚ // ΖΚ // ΕΓ
2

= ⇔ =  .   

Άρα το  ΖΚΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  τα  Γ ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΒΔ ,  ΑΒ ,  οπότε  ΓΖ // ΑΔ ΓΘ / /ΑΗ  . 
Στο τρίγωνο  ΑΒΗ  το  Ζ  είναι το μέσο του  ΑΒ  και  ΖΘ // ΑΗ  ,  οπότε  Θ  το μέσο του  ΒΗ . 
Στο τρίγωνο  ΒΗΓ  τα Θ, Ε είναι μέσα των ΒΗ, ΒΓ οπότε  ΘΕ // ΗΓ ΑΘ // ΗΓ    

Επομένως το ΑΘΓΗ είναι παραλληλόγραμμο, άρα  ΑΗ ΘΓ=  . 
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γ. Στο τρίγωνο  ΑΒΗ  τα Ζ, Θ είναι μέσα των ΑΒ, ΒΗ οπότε  ΑΗΖΘ ΑΗ 2ΖΘ
2

= ⇔ =  . 

198    ÈÝìá   1820 

α. Στο τρίγωνο ΑΒΓ  τα  Ζ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓZE // ΕΗ // ΒΔ
2

=  =  .   

Άρα το  ΕΗΔΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Επειδή το  ΕΗΔΒ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΔΗ ΒΕ=  .   

Είναι  ΕΗ ΖΕ=   και  ΑΕ ΕΓ=  , άρα οι διαγώνιες ΑΓ και ΖΗ του ΑΗΓΖ διχοτομούνται. 
Επομένως το  ΑΗΓΖ  είναι παραλληλόγραμμο, άρα  ΓΖ ΑΗ=  . 
Είναι  ΑΔΗΠ ΑΔ ΔΗ ΑΗ ΑΔ ΒΕ ΓΖ= + + = + +  . 

γ. Αν  Θ  το κοινό σημείο των διαμέσων στο  
Δ

ABΓ  ,  και  Κ  το σημείο τομής των  ΔΗ ,  ΓΖ ,  τότε στο τρίγωνο: 
  ΖΚΗ ,  το  Ε  είναι το μέσο του  ΖΗ  και  ΕΘ // ΚΗ  ,  οπότε  ΖΘ ΘΚ=  
  ΒΘΓ ,  το  Δ  είναι το μέσο του  ΒΓ  και  ΔK // ΒΘ  ,  οπότε  ΘK KΓ=  
Άρα  ΖΘ ΘΚ ΚΓ= =  . 

199    ÈÝìá   1760 
α. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  το ύψος  ΑΜ  είναι και διάμεσος.  
Επειδή  MA MN=   και MB ΜΓ= ,  το  ΑΒΝΓ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Αφού επιπλέον  AB ΑΓ=  ,  το  ΑΒΝΓ  είναι ρόμβος. 

β. Επειδή το  ΑΒΝΓ  είναι ρόμβος, η  ΓΜ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΝ ,  οπότε  ΔΑ ΔΝ=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΑΔΝ  είναι ισοσκελές. 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΔΝ  η  ΔΜ  είναι διάμεσος και  ΓΔ ΒΓ 2ΓΜ= =  . 

Είναι:   ΒΓ ΓΔΓΜ
2 2

= =  

    ΓΔ ΓΜ ΔΜ 2ΓΜ ΓΜ ΔΜ+ = ⇔ + = 13ΓΜ ΔΜ ΓΜ ΔΜ
3

⇔ = ⇔ =  

Οπότε  2ΓΔ ΔΜ
3

=  ,  άρα το  Γ  είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου  ΑΔΝ . 

200    ÈÝìá   1827 

α. Είναι  ΑΕ ΕΖ=   και  EB EΔ=  ,  οπότε το  ΑΒΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Είναι  ΒΖ // ΑΔ=  ,  οπότε  ΒΖ // ΓΔ=  . 
Άρα το  ΒΔΓΖ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Αν  Ο  το σημείο τομής των διαγωνίων  ΒΓ  και  ΔΖ  του παραλληλογράμμου ΒΔΓΖ, 
τότε το Ο είναι μέσο της ΔΖ. 
Οι  ΒΟ ,  ΖΕ  είναι διάμεσοι του τριγώνου  ΒΔΖ ,  οπότε το  Θ  είναι το βαρύκεντρό του. 

201    ÈÝìá   1706 
Έστω  ΒΔ ,  ΓΕ  οι διάμεσοι του τριγώνου  ΑΒΓ . 
α. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   AB AΓ=   
         ΑΔ ΑΕ=  

         A   κοινή 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  ΒΔ ΓΕ=  ,  δηλαδή  β γμ μ=  . 

Άρα η  Π  ισχύει. 
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β. Διατύπωση 
Αν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  β γμ μ=  ,  τότε  β γ=  . 

Απόδειξη 

Έχουμε  
β γ

β γ

β γ

2 2μ μ ΒΘ ΓΘ3 3μ μ
1 1 ΘΔ ΘΕμ μ
3 3

 = ==    = =


 

Τα τρίγωνα  ΘΒΕ  και  ΘΓΔ  έχουν: 
ΒΘ ΓΘ=  
ΘΕ ΘΔ=   

  BΘE ΓΘΔ=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα  BE ΓΔ 2ΒΕ 2ΓΔ ΑΒ ΑΓ=  =  =  ,  δηλαδή  β γ=  . 

γ. Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με  β γ=   αν και μόνο αν  β γμ μ= . 

202    ÈÝìá   1719 
α. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο τα ύψη του  ΒΚ  και  ΓΛ  είναι διάμεσοί του, οπότε το  Ι  είναι το 
βαρύκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ .   
Άρα η  ΑΙ  θα διέρχεται από το μέσο της  ΒΓ . 

β. Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα Λ, Κ είναι μέσα των ΑΒ, ΑΓ, οπότε  ΒΓΛΚ / /
2

=  .  

Στο τρίγωνο ΙΒΓ τα Μ, Ν είναι μέσα των ΙΒ, ΙΓ οπότε  ΒΓΜΝ / /
2

=  . 

Οπότε  ΛΚ / / ΜΝ=  , άρα το ΜΛΚΝ είναι παραλληλόγραμμο. 
Στο τρίγωνο ΑΒΙ το ΛΜ ενώνει τα μέσα των ΑΒ και ΒΙ οπότε  ΛΜ / /ΑΙ  . 
Τα ΑΙ βρίσκεται στο φορέα του ύψους, άρα  ΑΙ ΒΓ⊥   και επειδή  ΒΓ / /ΛΚ  , θα είναι  ΑΙ ΛΚ⊥  . 
Επομένως  ΛΜ ΛΚ⊥  , οπότε   οΜΛ Κ 90=  . 
Άρα το  ΜΛΚΝ  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

203    ÈÝìá   1843 
α. Στο τρίγωνο  ΜΔΓ ,  το  Η  είναι το μέσο του  ΔΜ  και  ΗΖ // ΜΓ  ,  οπότε το  

Ζ  είναι μέσο του ΓΔ, άρα  

ΒΓ
ΜΓ ΒΓ2ΗΖ
2 2 4

= = =  . 

β. Στο τρίγωνο ΒΔΓ ,  τα  Μ ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΒΓ ,  ΔΓ ,  οπότε  MZ // BΔ  . 

γ. Επειδή  ZΚ // BΓ   και  ΒΓ ΑΜ⊥  ,  είναι  ZΚ AM⊥  .   

Στο  
Δ

AΜΖ   το  Η  είναι το ορθόκεντρό του, οπότε  AH MZ⊥  .  Επειδή  ΑΗ ΜΖ⊥   και  ΜΖ // ΒΔ ,  έχουμε  
ΑΗ ΒΔ⊥ . 

204    ÈÝìá   1887 
α. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΔΕ  έχουν:   
 AB AE=   
ΑΔ  κοινή  

 BAΔ ΔAΕ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

β. Επειδή  AB AE=   και  ΔΒ ΔΕ=  ,  η  ΑΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΒΕ . 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΒΕ ,  το  Η  είναι το ορθόκεντρό του, οπότε  ΕΗ ΑΒ⊥  . 
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205    ÈÝìá   1748 
α. Οι διαγώνιοι του τετραγώνου είναι κάθετες, οπότε: 
 στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΕ είναι   οω 90 ΟΕ Α= −  . 

 στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΕ είναι   οφ 90 ΟΕ Α= −  . 

Άρα   ω φ=  . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΟΑΕ  και  ΟΒΖ  έχουν:   
 OA OB=    
 ω φ=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΖ ΑΕ=   και  OZ OE= . 
Επειδή  ΟΓ ΟΒ=   και  ΟΖ ΟΕ=   έχουμε  OZ OΓ ΟΕ ΟΒ ΓΖ ΒΕ+ = +  =  . 

γ. Στο τρίγωνο  ΕΑΒ  τα  ΒΖ  και  ΑΟ  είναι τα ύψη του, άρα το   Ζ  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου  ΕΑΒ .  
Οπότε το  ΕΖ  είναι στο φορέα του τρίτου ύψους του τριγώνου, άρα  EZ AB⊥  . 

206    ÈÝìá   1777 

α. i.   Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓMN
2

=  . 

  Στο τρίγωνο  ΗΒΓ  τα  Λ ,  Κ  είναι τα μέσα των  ΗΒ ,  ΗΓ  οπότε  ΒΓΛΚ
2

=  .  Άρα  ΜΝ ΛΚ=  . 

ii. Στα τρίγωνα  ΒΑΗ  και  ΓΑΗ  τα  Μ, Λ  και  Ν ,  Κ  είναι τα μέσα των πλευρών τους.  

Οπότε   ΑΗΜΛ / /
2

  και  AHNK //
2

=  .  Άρα  ΑΗΜΛ ΝΚ
2

= =  . 

iii. Επειδή  ΑΗΜΛ //
2

=   και  ΑΗΝΚ //
2

=  ,  έχουμε  ΜΛ // ΝΚ=  ,  οπότε το  ΜΝΚΛ  είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή το  Η  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ ,  έχουμε ΑΗ ΒΓ⊥  . 
Επειδή  ΜΛ / /ΑΗ   και  ΑΗ ΒΓ⊥   είναι  ΜΛ ΒΓ⊥  . 

Αφού  ΛΚ // ΒΓ  ,  έχουμε  ΜΛ ΜΝ⊥ , άρα  οΝΜΛ 90
∧

= .  Επομένως το  ΜΝΚΛ  είναι ορθογώνιο. 
β.   Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Μ ,  Ο  είναι τα μέσα πλευρών του, οπότε  MO // AΓ  . 
   Στο τρίγωνο  ΗΒΓ  τα  Ο ,  Κ  είναι τα μέσα πλευρών του, οπότε  OK // BΗ  .   

Επειδή  ΒΗ ΑΓ⊥  ,  είναι και  OK MO⊥  ,  οπότε  οΜΟΚ 90
∧

=  . 

207    ÈÝìá   1764 

α. Είναι  ΑΔ // BΓ=   και  ΔΑ ΑΕ=  ,  οπότε  AE // BΓ=  , άρα  το  ΑΕΒΓ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Επειδή  ΒΑ ΔΕ⊥   και  ΔΑ ΑΕ=  η  ΒΑ  είναι η μεσοκάθετος του  ΕΔ ,  οπότε  ΒΔ ΒΕ=  .   

Είναι  ΑΓ 2ΒΓ ΒΔ 2ΑΔ ΒΔ ΔΕ= ⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε  ΒΔ ΔΕ ΕΒ= = ,  άρα το τρίγωνο  ΒΕΔ  είναι ισόπλευρο. 

γ. Στο  
Δ

EBΔ  ,  τα  ΕΟ  και  ΒΑ  είναι ύψη, οπότε το  Ζ  είναι το ορθόκεντρό του. Άρα  ΔΖ ΕΒ⊥  . 

208    ÈÝìá   1754 

α. i.  Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΗΔΒ  και  ΗΖΑ  έχουν:   ΗΒ ΗΑ=  

     ΒΗΔ ΑΗΖ
∧ ∧

=  .  
Άρα είναι ίσα. 

ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΗΔΘ  και  HΖΘ  έχουν: 
  ΗΘ  κοινή  
  ΗΔ ΗΖ=   από το  i.  ερώτημα.  
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΔΘ ΘΖ=  . 
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iii. Στο τρίγωνο  ΑΒΘ  το  Η  είναι το ορθόκεντρό του, οπότε  ΘΗ ΑΒ⊥   και  επειδή  ΗΑ ΗΒ=   η  ΘΗ  είναι η 
μεσοκάθετος του  ΑΒ . 
β. Τα  ΑΖ  και  ΒΔ  είναι ύψη του τριγώνου  ΑΗΒ  που τέμνονται στο  Θ . 
Άρα το  Θ  είναι το ορθόκεντρο του τρίγωνου  ΑΗΒ . 

209    ÈÝìá   1780 
α. Στο τρίγωνο  ΕΑΒ  το  Δ  είναι μέσο του  ΒΕ  και  ΔΝ // ΑΒ .   

Επομένως το  Ν  είναι μέσο του  ΑΕ , οπότε  ΑΒ ΑΔΔΝ ΔΜ
2 2

= = =  . 

β. Το τρίγωνο  ΔΝΜ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, οπότε   οΔ 90=   και  
  οΔΝΜ ΝΜΔ 45= =  . 

γ. i.  Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  τα  Ν ,  Μ  είναι μέσα των  ΑΕ,  ΑΔ ,  οπότε  
ΜN // ΔΕ ΜN // BΔ  . 
Eπειδή  ΑΓ ΒΔ⊥  ,  έχουμε  MN ΑΓ⊥  . 

ii. Στο τρίγωνο  ΑΝΓ  τα  ΑΔ  και  ΝΜ  είναι ύψη του, άρα το  Μ  είναι το ορθόκεντρό του.  Οπότε  ΓΜ ΑΝ⊥  . 

210    ÈÝìá   1865 
α. i.  Επειδή η  ΒΕ  είναι διχοτόμος της  B   έχουμε  EH EK=  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΗΑ  και  ΕΚΖ  έχουν:   EH EK=    
    HEA KEZ=   
Οπότε είναι ίσα. 
ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΗΒΕ  και  ΚΒΕ  έχουν:   ΒΕ  κοινή  

          HBE KBE=   
Επομένως είναι ίσα, οπότε  BH BK=  .   
Άρα το τρίγωνο  ΒΚΗ  είναι ισοσκελές. 

iii. Στο τρίγωνο  ΑΒΖ  τα  ΑΚ  και  ΖΗ  είναι ύψη του, άρα το  Ε  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου. 
Οπότε  ΒΔ ΑΖ⊥  . 
β. Αν το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, το ύψος του  ΑΚ  είναι και διχοτόμος του.  
Επομένως το  Ε  είναι το έγγεντρο του τριγώνου. Άρα η  ΓΕ  είναι διχοτόμος της  Γ  . 

 

 
211   ÈÝìá   1647 

α. Είναι    ο ο οΒ Γ 90 35 Γ 90+ = ⇔ + = ⇔ οΓ 55
∧

=  . 
β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  η  ΑΜ  είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, οπότε  

ΒΓΑΜ
2

=  AM MB=  .  Είναι  ΑΜ ΜΒ=   οπότε  o
1A B 35

∧ ∧
= =   και   

    ο ο ο ο o
1Α Β ΑΜΒ 180 35 35 ΑΜΒ 180 ΑΜΒ 110+ + = ⇔ + + = ⇔ = . 

212   ÈÝìá   1690 
α. Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου   οΑΒΓ (Α 90 )=   ισχύει ότι: 
   ο οΒ Γ 90 Β 90 Γ+ = ⇔ = −  
Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου  ΑΔΓ  ισχύει ότι: 
   ο οΓΑΔ Γ 90 ΓΑΔ 90 Γ+ = ⇔ = −  . 

Οπότε   Β ΓΑΔ=  
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β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα. 

Οπότε  ΒΓAM ΜΓ
2

= =  ,  άρα  1Γ A
∧ ∧

=  .   

Η γωνία  AΜΔ
∧

  είναι εξωτερική στο τρίγωνο  ΑΜΓ ,  οπότε  1AΜΔ Γ A 2Γ
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  . 

213   ÈÝìá   1586 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΟΑ η  ΒΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα.  

Άρα  ΟΑΒΜ ΜΑ
2

= =   .  Άρα το τρίγωνο  ΒΜΑ  είναι ισοσκελές. 

β. Επειδή  BM MO=   έχουμε  ΟΒΜ ΒΟΜ
∧ ∧

=  . 

Η γωνία  BMA
∧

  είναι εξωτερική στο τρίγωνο  ΟΒΜ , οπότε       ΒΜΑ ΟΒΜ ΒΟΜ xΟΑ xΟΑ 2 xOA= + = + = ⋅  . 

214   ÈÝìá   1633 

α.   Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε   
ΒΓAM MΓ
2

= =  ,  άρα οΜΑΓ Γ 25
∧ ∧

= =  .   

Η γωνία  AMB
∧

  είναι εξωτερική στο  
Δ

AΜΓ  ,  οπότε  οAΜΒ Γ MAΓ 2Γ 50
∧ ∧ ∧ ∧

= + = =  . 

 Είναι    ο ο ο οΒ Γ 90 Β 25 90 Β 65+ = ⇔ + = ⇔ =  . 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΗΑΒ  είναι    ο ο οΗΑΒ Β 90 ΗΑΒ 65 90+ = ⇔ + =  οΗΑΒ 25⇔ =  . 

 Η γωνία  AΔΒ
∧

  είναι εξωτερική του  
Δ

AΔΓ  ,  οπότε   
ο ο οΑAΔΒ Γ ΔAΓ Γ 25 45 70

2

∧ ∧ ∧
= + = + = + =  . 

β. Είναι:   


ο ο οAΜΑΔ ΔAΓ ΜΑΓ ΜΑΓ 45 25 20
2

∧ ∧ ∧ ∧
= − = − = − =  

          ο ο oΑΔAH ΔΑΒ ΗΑΒ ΗΑΒ 45 25 20
2

∧
= − = − = − =  

215   ÈÝìá   1702 

α. Στο τρίγωνο  ΔΓΕ είναι  ΔΕΑΓ
2

=  , οπότε η διάμεσος  ΑΓ  είναι ίση με το μισό της 

πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 
Οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο  Γ ,  άρα  ΔΓ ΕΓ⊥  . 

β. Επειδή  ΑΓ ΑΔ=   το τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι ισοσκελές, οπότε  AΔΓ AΓΔ
∧ ∧

=  . 

Η  EAΓ
∧

  είναι εξωτερική του τριγώνου  ΑΔΓ , οπότε  ΕΑΓ AΔΓ AΓΔ 2AΔΓ
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  . 

216   ÈÝìá   1537 

α. Είναι: 

 1 2Δ Δ
∧ ∧

=  , αφού  ΔΖ  διχοτόμος 

 2 1Δ Ζ
∧ ∧

=   ως εντός εναλλάξ .  Άρα  1 1Δ Z
∧ ∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΔΖ  είναι ισοσκελές. 

β. Στο  
Δ

ΔΖΗ  είναι  ΔΗΖΑ
2

=  , οπότε η  ΖΑ  είναι διάμεσος και ίση με το μισό της 

πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 

Άρα το  
Δ

ΔΖΗ   είναι ορθογώνιο με ορθή τη γωνία  Z
∧

 . 
 
 



58 Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου

217   ÈÝìá   1551 

α. Στο  
Δ

ΔΓΒ   είναι  ΒΔΓΑ
2

=  , οπότε η  ΓΑ  είναι διάμεσος και ίση με το μισό της πλευράς στην οποία 

αντιστοιχεί.  Οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με  οΓ 90
∧

=  . 

β. Στο  
Δ

ΒΔΕ   τα  Α ,  Γ  είναι τα μέσα των  ΒΔ ,  ΔΕ ,  οπότε  ΑΓ // ΒΕ   και  ΒΕAΓ
2

=  . 

218   ÈÝìá   1555 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  έχουν:   ΑΔ ΑΕ=    
   ΑΒ ΑΓ=    
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΒΔ ΓΕ= . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο: 

 
Δ

οAΒΔ (Α 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΒΔΑΜ
2

=   (1) . 

 
Δ

οAΓΕ (Α 90 )
∧

=   η  ΑΝ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  
ΓΕΑΝ
2

=   (2) . 

Επειδή  BΔ ΓΕ=   από τις  (1)  και  (2)  προκύπτει  AM AN=  ,  οπότε το  
Δ

ΑΜΝ   είναι ισοσκελές. 

219   ÈÝìá   1680 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΑΒ  και  ΕΑΓ  έχουν:   ΑΒ ΑΓ=    

     ΔΑΒ ΕAΓ
∧ ∧

=  
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΒΔ ΓΕ=  . 

β.i.  Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΒΓ  και  ΕΒΓ  οι  ΜΔ  και  ΜΕ  είναι διάμεσοι προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΒΓΜΔ
2

=   και  ΒΓΜΕ
2

=  .  Άρα  ΜΔ ΜΕ=  . 

ii. Τα  
Δ

ΜΑΔ   και  
Δ

MAE   έχουν:   ΑΔ ΑΕ=   
         ΜΔ ΜΕ=    
         ΜΑ  κοινή 

Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ), οπότε  ΔΜΑ ΕΜΑ
∧ ∧

=  .   

Επομένως η  ΑΜ  διχοτομεί τη γωνία  ΔΜΕ
∧

 . 

220   ÈÝìá   1675 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΚΕΒ  και  ΛΖΓ  έχουν:   ΚΒ ΛΓ=    

     B Γ
∧ ∧

=  ,  αφού το  
Δ

ΑΒΓ   είναι ισοσκελές.  
Άρα είναι ίσα. 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο: 

  
Δ

οΕBΚ (Ε 90 )
∧

=   η  ΕΗ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΚBΕΗ
2

=   (1) . 

  
Δ

οΖΓΛ (Ζ 90 )
∧

=   η  ΖΘ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΓΛΖΘ
2

=   (2) . 

Επειδή  ΚB ΓΛ=   από τις  (1)  και  (2)  προκύπτει  EH ΖΘ=  . 
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221   ÈÝìá   1655 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΒΓΑΜ ΜΓ
2

= =  .  Άρα το  
Δ

ΜΑΓ   είναι ισοσκελές, επομένως  ΜΑΓ ΜΓΑ
∧ ∧

=   (1) . 

β. Επειδή  Ax // ΒΓ  ,  είναι  xAΓ MΓA
∧ ∧

=   (2) , ως εντός εναλλάξ.   

Από τις  (1) ,  (2)  προκύπτει  MAΓ xAΓ
∧ ∧

=  ,  άρα η  ΑΓ  είναι διχοτόμος της  MAx
∧

 . 

222   ÈÝìá   1685 

α. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΑΓ  o(B 90 )
∧

=   και  ΔΑΓ  ο(Δ 90 )
∧

=  ,  οι  ΒΖ ,  ΔΖ  είναι διάμεσοι προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ΑΓΒΖ
2

=   και  ΑΓΔΖ
2

=  . 

Επομένως  ΒΖ ΔΖ=  . 
β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  έχουμε     ο ο ο οΒΑΓ ΑΓΒ 90 ΒΑΓ 30 90 ΒΑΓ 60+ = ⇔ + = ⇔ =  . 
Στο ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι    οΔΑΓ ΑΓΔ 45= =  . 

Είναι:   ο ο οΒΑΔ ΒΑΓ ΓΑΔ 60 45 105
∧ ∧ ∧

= + = + =  

     ο ο οΒΓΔ ΑΓΒ ΑΓΔ 30 45 75
∧ ∧ ∧

= + = + =  

223   ÈÝìá   1615 

α. Στο  
Δ

ΑΕΒ   είναι  ABΕΔ
2

=  , οπότε η διάμεσός του  ΕΔ  είναι ίση με το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 

Άρα  oAEB 90
∧

=  ,  επομένως το  
Δ

AEB   είναι ορθογώνιο. 

β. Στο  
Δ

ΑΒΓ   η  ΒΕ  είναι διάμεσος και ύψος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

γ. Στο  
Δ

ΑΒΓ   τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓΔΕ ΒΓ 2ΔΕ 2 10 20
2

=  = = ⋅ =  .   

Η περίμετρος  Π  του  
Δ

AΒΓ   είναι:  Π ΑΒ ΒΓ ΑΓ 20 20 16 56= + + = + + =  . 

224   ÈÝìá   1614 

α. Στο  
Δ

ΑΕΒ   είναι  ABΕΔ
2

=  , οπότε η διάμεσός του  ΕΔ  είναι ίση με το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 

Άρα  oAEB 90
∧

=  ,  επομένως το  
Δ

AEB   είναι ορθογώνιο. 

β. Στο  
Δ

AΒΓ   τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΒΓΔΕ ΒΓ 2ΔΕ 2 10 20
2

=  = = ⋅ =  . 

γ. Είναι  ΑΒΓΠ ΑΒ ΑΓ ΒΓ 20 16 20 56= + + = + + =  . 

225   ÈÝìá   1671 

α. Στο  
Δ

AΒΓ   τα  Δ ,  Ε  είναι μέσα των  ΒΓ ,  ΑΒ ,  οπότε  ΑΓΔΕ ΑΓ 2ΔΕ 2 1 2
2

=  = = ⋅ =  . 

β. Επειδή το  
Δ

AΒΓ   είναι ορθογώνιο  o(A 90 )
∧

=   και  oB 30
∧

=  ,  είναι   ΒΓΑΓ
2

=  ΒΓ 2 2 4= ⋅ =  . 

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΔ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΒΓΑΔ 2
2

= =  . 
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226   ÈÝìá   1548 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΒΓAM MΓ
2

= =  .  Άρα  ΜΑΓ Γ
∧ ∧

=  .   

Στο  
Δ

Μ Α Γ   είναι      ο ο οΑΜΓ Γ ΜΑΓ 180 120 Γ Γ 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Γ 60 Γ 30⇔ = ⇔ =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  οΓ 30
∧

=  ,  επομένως  ΒΓΑΒ 4 cm
2

= =  . 

β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΜΓ  το ΜΔ  είναι ύψος του, άρα είναι και διάμεσος. Οπότε το  Δ  είναι μέσο του ΑΓ . 

Στο  
Δ

ΑΒΓ   τα  Μ , Δ  είναι μέσα των  ΒΓ  και   ΑΓ ,  οπότε  ΑΒΜΔ 2 cm
2

= =  . 

227   ÈÝìá   1638 

α. Επειδή  ΔΒ ΔΓ=   είναι  ΓB ΔΓΒ
2

∧
∧ ∧

= =  ,  οπότε  Γ 2Β
∧ ∧

=   . 

Είναι     ο o ο οΒ Γ 90 B 2B 90 3B 90 B 30
∧ ∧

+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΓΔ  είναι  οAΓΔ 30
∧

=  ,  οπότε  ΓΔΑΔ 1 cm
2

= =  .   

Άρα  ΑΒ ΑΔ ΔΒ 1 2 3 cm= + = + =  . 

228   ÈÝìá   1686 

α.    Επειδή το  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές και το  ΑΕ  είναι διάμεσος θα είναι και ύψος, οπότε  οAEΓ 90
∧

= . 

  Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΕΓ  o(E 90 )
∧

=   η  ΕΔ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΑΓEΔ ΔΓ
2

= =  ,  

επομένως το  
Δ

ΕΔΓ   είναι ισοσκελές. 

  Είναι  οΓ Β 30
∧ ∧

= = ,  οΔΕΓ Γ 30
∧ ∧

= = . 

Στο  
Δ

Δ Ε Γ   είναι     οΕΔΓ ΔΕΓ Γ 180+ + =  ο ο οΕΔΓ 30 30 180⇔ + + = ⇔ οΕΔΓ 120
∧

= . 

β. Είναι: 

  ο ο ο οEAΔ 90 Γ 90 30 60
∧ ∧

= − = − =    

  ΕΔ ΔΑ=  ,  οπότε  οAEΔ ΕΑΔ 60
∧ ∧

= =  .   

Επομένως  ο ο ο οAΔΕ 180 60 60 60
∧

= − − =  .   

Άρα το  
Δ

AΔΕ   είναι ισόπλευρο. 

229   ÈÝìá   1606 

α. Είναι  B 2Γ
∧ ∧

=   και     ο ο ο οB Γ 90 2Γ Γ 90 3Γ 90 Γ 30
∧ ∧

+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =   . 

Οπότε  ο oB 2 30 60
∧

= ⋅ =  . 

β. Επειδή στο  
Δ

ABΓ   είναι  oA 90
∧

=   και  ΑΜ  διάμεσος προς την υποτείνουσα, προκύπτει  ΒΓAM MΓ
2

= =  . 

Οπότε το  
Δ

AΜΓ   είναι ισοσκελές,. 
γ. Είναι  ΜΑ ΜΓ=   άρα    οΜΑΓ Γ 30= =  

Στο  
Δ

Α Μ Γ   είναι     ο ο ο οΑΜΓ Γ ΜΑΓ 180 ΑΜΓ 30 30 180+ + = ⇔ + + =  οΑΜΓ 120⇔ =  
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230   ÈÝìá   1704 
α. Οι γωνίες  Α   και  Β   είναι εντός και επί τα αυτά, οπότε     ο ο ο οΑ Β 180 Α 120 180 Α 60+ = ⇔ + = ⇔ =  . 

Οι απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου είναι ίσες, οπότε    οΓ Α 60= =  .  Άρα  οA Γ 60
∧ ∧

= =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΓΔ  η  ΕΖ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΓΔ ΑΒΕΖ ΑΚ
2 2

= = =  . 

γ. Επειδή  ΕΖ ΖΓ=  ,  είναι  οΖΕΓ Γ 60
∧ ∧

= =  .   

Άρα  οΕΖΓ 60
∧

= . 

231    ÈÝìá   1691 

α. Είναι  ΒΖ ΓΔ⊥   και  ΑΒ / /ΓΔ   οπότε  ΑΒ ΒΖ⊥  . 

Άρα   ο ο οZΒΓ ΑΒΖ Β 90 60 30
∧ ∧

= − = − = ,  οπότε  ΒΓ ΑΔΓΖ
2 2

= = . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΕ  και  ΒΓΖ  έχουν:   
 ΑΔ ΒΓ=    
 ΑΕ ΒΖ= , ως αποστάσεις παραλλήλων 

Άρα είναι ίσα. 

γ. Το  ΑΒΖΕ  είναι ορθογώνιο, γιατί έχει     οΒ Ζ Ε 90= = =  . 

232   ÈÝìá   1631 
α. Είναι:      ο οΑ Γ 120 3Γ Γ 120+ = ⇔ + =  ο ο4Γ 120 Γ 30⇔ = ⇔ =  

      ο οΑ 3Γ 3 30 90= = ⋅ =  

       ο ο ο οΑ Β Γ 180 90 Β 30 180+ + = ⇔ + + =  οΒ 60⇔ =  

Άρα oA 90
∧

=  ,  oB 60
∧

=   και  οΓ 30
∧

=  . 

β. Επειδή το  
Δ

AΒΓ   είναι ορθογώνιο  o(A 90 )
∧

=   και  οΓ 30
∧

=  ,  προκύπτει  BΓ 2AB 1 cm
2 2

= = =  .  

233   ÈÝìá   1649 

α. Είναι  B 2Γ
∧ ∧

=   και  οB Γ 90
∧ ∧

+ =    ο ο ο2Γ Γ 90 3Γ 90 Γ 30⇔ + = ⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε  ο oB 2 30 60
∧

= ⋅ =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι    ο ο οΒΑΔ Β 90 ΒΑΔ 60 90+ = ⇔ + = ⇔ οBAΔ 30
∧

=  

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΑΔ  είναι  οΒΑΔ 30
∧

=  ,  οπότε  ΑΒΒΔ
2

=  . 

234   ÈÝìá   1619 
α. Επειδή  1 2ε // ε   είναι:      

  οω ΒΑΚ 60
∧

= = ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

  ο ο οφ 180 90 90= − = ,  ως εντός και επί τα αυτά μέρη. 

β. Είναι  ο ο ο οΑΚΒ 180 φ 180 90 90
∧ ∧

= − = − =  . 

Άρα το τρίγωνο  
Δ

ΑΒΚ   είναι ορθογώνιο. 

γ. Το  
Δ

AΒΚ   είναι ορθογώνιο  o(K 90 )
∧

=   και    ο ο οΚΒΑ ΚΑΒ 90 ΚΒΑ 60 90+ = ⇔ + = ⇔ οΚΒΑ 30
∧

=  . 

Επομένως  ABKA 3
2

= =  . 
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235   ÈÝìá   1625 

α. Είναι  
ο ο

εξ οΑ 180 60ΔΑΖ 60
2 2

∧
∧ −= = =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΓ  ο(Δ 90 )
∧

=   η  ΔΖ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΑΓΔΖ ΑΖ
2

= =  .   

Άρα το  
Δ

ΑΔΖ   είναι ισοσκελές με  oΔAΖ 60
∧

=  ,  οπότε είναι ισόπλευρο. 

β. Στο  
Δ

ΑΒΓ   τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  BΓ ΑΒEZ ΑΕ
2 2

= = =  . 

Είναι  ΑΒ ΑΓΑΕ ΔΖ
2 2

= = =   και  ΔΖ ΑΔ=  , οπότε  ΕΖ ΑΕ ΔΖ ΑΔ= = =  . 

Άρα το  ΑΔΖΕ  είναι ρόμβος. 

236   ÈÝìá   1543 
α. Οι γωνίες  Α   και  Δ   είναι εντός και επί τα αυτά, οπότε     ο ο ο οΑ Δ 180 120 Δ 180 Δ 60+ = ⇔ + = ⇔ =  . 

Η  ΔΕ  είναι διχοτόμος της  Δ  , οπότε  
 ο

οΔ 60AΔE 30
2 2

∧
= = =  

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΖΔ  o(Z 90 )
∧

=   είναι  οAΔΕ 30
∧

=  ,  οπότε  

ΑΒ
AΔ ΑΒ2AZ
2 2 4

= = =  . 

237   ÈÝìá   1567 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΓ  ο(Δ 90 )
∧

=   η  ΔΖ  είναι διάμεσος προς την 

υποτείνουσα, οπότε ΑΓΔΖ
2

= . 

β. Στο  
Δ

AEΓ   η  ΓΔ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε  είναι ισοσκελές και η ΓΔ  
διχοτόμος του. 

Επομένως  ο οAΓΕ 2Γ 2 30 60
∧ ∧

= = ⋅ =  .   

Άρα το  
Δ

ΑΓΕ   είναι ισοσκελές με μία γωνία  ο60  , οπότε είναι ισόπλευρο. 
 

 

238    ÈÝìá   1812 

α. Επειδή οι  ΜΔ ,  ΜΕ  είναι διχοτόμοι των γωνιών  ΒΜA
∧

 ,  AMΓ
∧

  έχουμε  
ΒΜΑΔΜΑ
2

=   και   ΑΜΓΑΜΕ
2

= .   

Οπότε        ΒΜΑ ΑΜΓ ΒΜΑ ΑΜΓΔΜΕ ΔΜΑ ΑΜΕ
2 2 2

∧ += + = + =
 ο

οΒΜΓ 180 90
2 2

= = = . 

β. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΜΕ  o(M 90 )
∧

=   και  ΔΑΕ  o(A 90 )
∧

=  ,  οι  ΜΚ ,  ΚΑ  είναι διάμεσοι προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ΔΕΜΚ
2

=  ,  ΔEKΑ
2

=  .   

Άρα  ΜΚ ΚΑ=  . 
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239    ÈÝìá   1738 

α. Επειδή  B 2Γ
∧ ∧

=   και η  ΒΔ  είναι η διχοτόμος της γωνίας  B
∧

  έχουμε  
 Β 2ΓΔΒΓ Γ
2 2

∧ ∧
= = =  ,  οπότε το  

Δ
ΒΔΓ   

είναι ισοσκελές. 

β. Είναι  ΜΝΓ ΔΒΓ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

Οπότε  ΜΝΓ Γ
∧ ∧

=  ,  επομένως το  
Δ

ΜΝΓ   είναι ισοσκελές. 

γ. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΜΝΓ  είναι  ΑΓΜΝ ΜΓ
2

= =  . 

Στο  
Δ

ΑΝΓ  ,  η  ΝΜ  είναι διάμεσος και ίση με το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 

Οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με  οΝ 90
∧

=  .  Άρα  ΑΝ ΒΓ⊥  . 

240    ÈÝìá   1831 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ είναι: 

 B 2Γ
∧ ∧

=    

 οB Γ 90
∧ ∧

+ =    ο ο ο2Γ Γ 90 3Γ 90 Γ 30⇔ + = ⇔ = ⇔ =  , οπότε   ο οΒ 2 30 60= ⋅ =  

  ο ο ο οΕΒΔ 180 Β 180 60 120= − = − =  

Το  
Δ

ΒΕΔ   είναι ισοσκελές, οπότε  Δ Ε
∧ ∧

=  και      ο o oΕΔ Β Δ Ε 180 120 E E 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Ε 60 Ε 30⇔ = ⇔ = . 

Άρα  οΔ Ε 30
∧ ∧

= =   και  οΕΒΔ 120
∧

=  . 

β.i. Το  
Δ

AΔΒ   είναι ορθογώνιο  ο(Δ 90 )
∧

=   με ο ο ο οΒΑΔ 90 Β 90 60 30
∧

= − = − = . 

Οπότε  ΑΒ ΑΒΒΔ ΒΕ
2 2

= ⇔ =  . 

ii. Είναι  AB 3ABAE AB BE AB
2 2

= + = + =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ο(Α 90 )
∧

=   είναι  οΓ 30
∧

=  .   

Οπότε  BΓAB
2

= ΒΓ 2ΑΒ⇔ =  .   

Είναι  ΑΒ 3ΑΒΔΓ ΒΓ ΒΔ 2ΑΒ ΒΕ 2ΑΒ
2 2

= − = − = − =  .  Άρα  ΑΕ ΓΔ=  . 

241    ÈÝìá   1824 

α. Στα ισοσκελή τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΓΕ  οι διχοτόμοι  ΒΚ ,  ΓΛ  είναι ύψη και διάμεσοι, οπότε τα  Κ ,  Λ  είναι 
μέσα των  ΑΔ ,  ΑΕ . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΑΕ,  οπότε  KΛ // ΔΕ  . 

Στο  
Δ

ΑΔ Β   το  Κ  είναι μέσο της  ΑΔ  και  ΚΜ / /ΔΒ  , οπότε το  Μ  είναι μέσο της  ΑΒ . 

Στο  
Δ

Α ΓΕ   το  Λ  είναι μέσο της  ΑΕ  και  ΛΝ / /ΓΕ  , οπότε το  Ν  είναι μέσο της  ΑΓ. 

Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΚΑΒ  και  ΛΑΓ  οι  ΜΚ ,  ΝΛ  είναι διάμεσοι προς την υποτείνουσα,  επομένως   
ΑΒΚΜ ΜΑ
2

= =   και  ΑΓΛΝ ΝΑ
2

= =  . 

Άρα τα  
Δ

ΚΜΑ  ,  
Δ

ΑΝΛ   είναι ισοσκελή. 

γ. Τα  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των πλευρών  ΑΒ , ΑΓ  του τριγώνου  ΑΒΓ  , οπότε  BΓΜΝ
2

=  . 

Είναι  ΑΒ ΒΓ ΑΓΚΛ ΚΜ ΜΝ ΝΛ
2 2 2

= + + = + + AB AΓ ΒΓ
2

+ +=   
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242    ÈÝìá   1870 

α. i. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΒ  και  ΑΕΓ  έχουν:   
  ΑΔ ΑΕ=  
  AB AΓ=   
Οπότε είναι ίσα. 

ii. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΔΒ  o(A 90 )
∧

=   και  ΑΕΓ  o(A 90 )
∧

=  ,  οι  ΑΖ ,  ΑΗ  είναι διάμεσοι προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ΒΔΑΖ
2

=   και  EΓAH
2

=  .   

Επειδή τα  
Δ Δ

AΔΒ , AΕΓ   είναι ίσα έχουμε  ΒΔ ΕΓ=  . 

Οπότε  ΑΖ ΑΗ=  ,  επομένως το  
Δ

ZAH   είναι ισοσκελές. 

iii. Επειδή τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ είναι ίσα έχουν  ΒΔ ΕΓ=   και   ΑΒΔ ΑΓ Ε=  . 

Τα τρίγωνα ΜΒΖ και ΓΗΜ έχουν: 
 ΜΒ ΜΓ=  
 ΒΖ ΗΓ=  , ως μισά των ίσων πλευρών ΔΒ και ΕΓ 
  ΖΒΜ ΜΓ Η=  , ως αθροίσματα ίσων γωνιών αφού   Β Γ=   και   ΑΒΔ ΑΓ Ε=  

Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  ΜΖ ΜΗ= . 
Επειδή  ΑΖ ΑΗ=   και  ΜΖ ΜΗ=   η  ΑΜ  είναι η μεσοκάθετος του  ΖΗ .  

β. Το λάθος είναι ότι οι γωνίες  ΔΑΒ
∧

  και  ΕΑΓ
∧

  δεν είναι κατακορυφήν, αφού το  
Δ

ΑΒΓ   είναι οξυγώνιο οπότε οι 
πλευρές τους δεν είναι αντικείμενες ημιευθείες. 

243    ÈÝìá   1808 

α. Είναι  ΑΒΚΔ ΑΔ
2

= = ΑΓ ΑΕ ΛΕ
2

= = =  . 

β. Στο  
Δ

AKB   είναι ΑΒΚΔ
2

=  , οπότε η διάμεσος  ΚΔ  είναι ίση με το μισό 

της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 

Οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με  oK 90
∧

=  .   

 Στο τρίγωνο  ΑΛΓ  είναι  ΑΓΛΕ
2

=  , οπότε η διάμεσος είναι ίση με το μισό της πλευράς στην οποία 

αντιστοιχεί. Οπότε το τρίγωνο  ΑΛΓ είναι ορθογώνιο με  οΛ 90=  . 

γ. Τα  
Δ

AΔΚ   και  
Δ

AEΛ   έχουν:   AΔ AE=   
         ΔΚ ΕΛ=    

         AΔK ΑΕΛ
∧ ∧

=  ,  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών  AΔE
∧

  και  AEΔ
∧

 

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), άρα ΑΚ ΑΛ=  .  
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΚΒ  και  ΑΛΓ  έχουν:   ΑΚ ΑΛ=   
         AB ΑΓ=   
Οπότε είναι ίσα . 
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244    ÈÝìá   1771 

α. Είναι: 
 MA MN=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα στον κύκλο  ( Ο , 1ρ  ) 
 MB MN=  ,  ως εφαπτόμενα τμήματα στον κύκλο  ( Κ , 2ρ  ) 

Οπότε  MA MB=  ,  άρα το  Μ  είναι το μέσο του  ΑΒ . 

β. Οι  ΜΟ  και  ΜΚ  είναι διακεντρικές ευθείες οπότε είναι οι διχοτόμοι των γωνιών  AMN
∧

  και  BMN
∧

 .  Οπότε: 

  ΑΜΝΟΜΝ
2

=  ,   ΝΜΒΝΜΚ
2

=  

     ΑΜΝ ΝΜΒΟΜΚ ΟΜΝ ΝΜΚ
2
+= + =

 ο
οΑΜΒ 180 90

2 2
= = =  

γ. Η  ΝΜ  είναι διάμεσος στο τρίγωνο  ΑΝΒ  και  ΑΒΝΜ ΜΑ
2

= =  . 

Άρα το τρίγωνο  ΑΝΒ  είναι ορθογώνιο με  oANB 90
∧

=  . 

245    ÈÝìá   1796 
α. Οι ακτίνες στα σημεία επαφής είναι κάθετες στις εφαπτόμενες, άρα  ΚΑ ΟΑ⊥   και  ΚΒ ΟΒ⊥  . 

Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΟΚ  o(A 90 )
∧

=   και  ΒΟΚ  o(B 90 )
∧

=   οι  ΑΕ ,  ΒΕ  είναι διάμεσοι προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ΟΚΑΕ
2

=   και  OKBE
2

=  . 

Άρα  AE BE=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΑΚ  είναι 
OKAK ρ EK
2

= = =  ,  οπότε  oAOK 30
∧

=  .   

γ. Είναι  ΟΚΑΕ
2

=   και  ΟΚΑΚ
2

=   άρα  ΑΕ ΑΚ=  . 

Οπότε  ΑΕ ΑΚ ΚΒ ΒΕ= = =   ,  άρα το  ΑΚΒΕ  είναι ρόμβος. 

246    ÈÝìá   1811 
α. Οι  ΒΔ ,  ΑΔ  είναι οι διχοτόμοι των εντός και επί τα αυτά μέρη γωνιών  ΒΑΓ   και  ΑΒΕ  , οπότε  

     ΒΑΓ ΑΒΕ ΒΑΓ ΑΒΕΒΑΔ ΑΒΔ
2 2 2

++ = + =
ο

ο180 90
2

= =  

Στο τρίγωνο  ΑΒΔ είναι     ο o οΒΑΔ ΑΒΔ ΒΔΑ 180 90 ΒΔΑ 180+ + = ⇔ + =  οΒΔΑ 90⇔ =  

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΒ  o(Δ 90 )
∧

=   η  ΔΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΑΒΔΜ ΑΜ
2

= =  . 

Άρα  MΔA MAΔ
∧ ∧

=   (1) .  Στο τρίγωνο  ΜΑΔ  η γωνία  ΒΜΔ
∧

  είναι εξωτερική, οπότε 
(1)

ΒΜΔ MΔA MΑΔ 2MΔA
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  .  

γ. Έχουμε  
(1)

ΓΑΔ MΑΔ MΔA
∧ ∧ ∧

= =  ,  οπότε οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες, άρα  ΜΔ // ε  . 
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247    ÈÝìá   1716 
α. i.  Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΒΓ  και  ΕΒΓ  τα  ΔΜ ,  ΕΜ  είναι διάμεσοι προς την υποτείνουσα, οπότε  

ΒΓΔΜ
2

=   και  ΒΓΕΜ
2

=  .  Άρα  ΜΔ ΜΕ=  . 

ii. Επειδή το  Η  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ  έχουμε  ΑΗ ΒΓ⊥  .   
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΗΔ είναι     ο οΑΗΔ ΗΑΔ 90 ΑΗΔ 90 ΗΑΔ+ = ⇔ = −  ,  (1) . 
Έστω  Ζ  το σημείο τομής της  ΑΗ  με τη  ΒΓ . 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΓ είναι  
     ο ο οΓ ΖΑ Γ 90 Γ 90 ΖΑ Γ Γ 90 ΗΑΔ+ = ⇔ = − ⇔ = −    (2) . 

Από τις  (1)  ,  (2) έχουμε  AΗΔ Γ
∧ ∧

=  . 
2ος τρόπος 
Οι γωνίες  ΑΗΔ   και  Γ   είναι οξείες και έχουν πλευρές κάθετες, άρα   ΑΗΔ Γ=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΗ  το ύψος στην  ΑΒ  είναι  το  ΗΕ  και το ύψος στην  ΒΗ  είναι  το ΑΔ, οι φορείς των οποίων 

τέμνονται στο  Γ. Άρα το ορθόκεντρο του  
Δ

ΑΒΗ   είναι το Γ . 

248    ÈÝìá   1759 

α. Είναι  ΑΒ // ΓΔ=  ,  οπότε  AE ΔΓ//
2 2

=  ,  άρα  ΑΕ // ΔΖ= ,  επομένως το  ΑΕΖΔ .  

Είναι παραλληλόγραμμο.  

Αφού επιπλέον  ΑΒΑΔ ΑΕ
2

= =  ,  το  ΑΕΖΔ  είναι ρόμβος. 

β. Επειδή το  ΑΕΖΔ  είναι ρόμβος, έχουμε  ΑΒ ΓΔΕΖ ΑΔ
2 2

= = =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΗΓ  o(H 90 )
∧

=  ,  η  ΗΖ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΓΔΗΖ
2

=  . 

Άρα  ΕΖ ΗZ=  ,  οπότε το  
Δ

ΕΖΗ   είναι ισοσκελές. 

γ. Επειδή  EZ ΗZ=  ,  έχουμε  ΖΗΕ ΖΕΗ
∧ ∧

=  .  Αφού  EZ // BΓ  ,  είναι  ZEH EHB
∧ ∧

=   ως εντός εναλλάξ. 

Άρα  ΖΗΕ ΕΗΒ
∧ ∧

=  ,  οπότε η  ΗΕ  είναι η διχοτόμος της  ZHΓ
∧

 . 

249    ÈÝìá   1787 

α. Είναι  ΔΓ ΑΒΔΜ ΒΓ ΑΔ
2 2

= = = =  ,  οπότε  ΔΑΜ ΔΜΑ
∧ ∧

=  .   

Επειδή  ΑΒ // ΓΔ  , είναι  ΔΜΑ ΜΑΒ
∧ ∧

=   , ως εντός εναλλάξ.  

Άρα  ΔΑΜ ΜAΒ
∧ ∧

=  ,  οπότε η  ΑΜ  είναι η διχοτόμος της  ΔΑΒ
∧

. 

β. Τα  
Δ

ΜΔΕ   και  
Δ

ΜΓΗ   έχουν:   ΜΔ ΜΓ=   

         ΔΜΕ ΗΜΓ
∧ ∧

=    

         ΕΔΜ ΜΓΗ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ .   
Άρα είναι ίσα (ΓΠΓ) , οπότε  ME ΜH=  . 
Επομένως το  Μ  είναι το κοινό μέσο των  ΓΔ  και  ΕΗ . 

γ. Το  
Δ

ΕΑΗ   είναι ορθογώνιο  o(A 90 )
∧

=   και η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΗΕΑΜ ME
2

= =  . 

Άρα  E EAM
∧ ∧

=  .  και αφού  ΕΑΜ ΔMA
∧

=   έχουμε   Ε ΔΜΑ=  . 
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250    ÈÝìá   1881 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΒ  η  ΔΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΑΒΔΜ ΜΒ
2

= =  .  

Επομένως το  
Δ

ΔΜΒ   είναι ισοσκελές, άρα  B MΔΒ
∧ ∧

=  .   

Είναι  ΜΔΒ ΓΔΕ
∧ ∧

=   ως κατακορυφήν και  ΓΔΕ Ε
∧ ∧

=  ,  αφού  ΓΔ ΓΕ=  .   

Άρα  B E
∧ ∧

=  . 

β.  Η γωνία  ΑΓΒ
∧

  είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου  ΓΕΔ ,  οπότε    α.
ΑΓΒ Ε ΓΔΕ 2Ε 2Β

∧ ∧ ∧
= + = =    

 Η γωνία  ΑMΔ
∧

  είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου  MΔΒ ,  οπότε   ΑΜΔ Β ΜΔΒ 2Β
∧ ∧

= + =  .  
Άρα    Γ 2Β ΑΜΔ= =  

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΓΔ  είναι  ΓΔ ΑΓ<   είναι  ΓΔ ΓΕ=  ,  οπότε  ΓΕ ΑΓ<  . 

251    ÈÝìá   1862 

α. Το  Ο  είναι μέσο της  ΑΓ  , οπότε στο  
Δ

ΑΕΓ   η  ΕΟ  είναι διάμεσος και ύψος. 
Επομένως το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές. 
β. Είναι  ΒΓ // ΑΔ=  ,  οπότε  ΒΓ // ΔΕ=  . 
Επομένως το  ΒΓΕΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΑΕ  o(O 90 )
∧

=  ,  η  ΟΔ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΑΕΟΔ ΔΑ
2

= =  ,   (1) . 

Επειδή  ΟΔ ΟΒ=   και  ΔΑ ΒΓ=  ,  από την  (1)  έχουμε  ΟΒ ΒΓ=  . 

Οπότε  το  
Δ

ΒΟΓ   είναι ισοσκελές. 

252    ÈÝìá   1813 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΚΒΜ ,  η  ΚΝ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε   

MBKN NM
2

= = .  

Άρα NKM NMK
∧ ∧

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=  η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, 

οπότε  ΒΓΑΜ ΜΒ
2

= =  . 

Άρα το  ΜΑΒ  είναι ισοσκελές και επειδή το  ΜΚ  είναι ύψος θα είναι και η διχοτόμος της  NMA
∧

 . 

γ. Έχουμε  MBKN
2

=  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΛΜΓ , η ΛΡ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΜΓΛΡ
2

= . 

Οπότε  ΜΒ ΜΓ ΒΓKN ΛΡ ΑΜ
2 2
++ = = =  . 
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253    ÈÝìá   1880 

α.    Στο τρίγωνο  ΒΔΚ  είναι  ΔΚ ΚΒ=  ,  οπότε  B BΔK
∧ ∧

=   και η γωνία  ΔΚΛ   είναι εξωτερική,  

άρα  ΔΚΛ Β ΒΔΚ 2Β
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  .   

   Στο τρίγωνο  ΕΛΓ  είναι  ΕΛ ΛΓ=  , οπότε   ΛΕ Γ Γ=   και η γωνία  ΕΛΚ   είναι  εξωτερική, άρα  

EΛΚ Γ ΛΕΓ 2Γ
∧ ∧ ∧ ∧

= + =  . 

β. Στο  
Δ

AΒΓ   τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΔΕ // ΒΓ   , άρα  ΔΕ // ΚΛ   (1)  και  ΒΓΔΕ
2

=  .  

Είναι  ο οΔΚΛ ΕΛΚ 2Β 2Γ 2(Β Γ) 2 90 180
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ = + = + = ⋅ =  .   

Επειδή οι  ΔΚΛ
∧

 ,  ΕΛΚ
∧

  είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των  ΚΔ ,  ΕΛ  που τέμνονται από την  ΚΛ  και είναι 
παραπληρωματικές, έχουμε  ΔΚ // ΕΛ   (2). 
Από τις  (1)  και  (2)  έχουμε ότι το  ΔΕΛΚ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Είναι:   ΚΒ ΚΔ ΕΛ ΛΓ= = =  .   

     
ΒΓ ΒΚ ΚΛ ΛΓ ΔΚ ΔΕ ΔΚΔΕ
2 2 2

+ + + += = =  

Οπότε  2ΔΕ 2ΔΚ ΔΕ ΔΕ 2ΔΚ= + ⇔ =  . 

254    ÈÝìá   1859 

α.  i. Επειδή  1M μ∈  ,  έχουμε  ΒΓMA MB
2

= = . 

Οπότε στο τρίγωνο  ΑΒΓ  η διάμεσος  ΑΜ  είναι το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί, άρα το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο με  oA 90
∧

= . 

ii. Στο  ΑΛΜΚ  είναι  οK A Λ 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 

iii. Επειδή το  ΑΛΜΚ  είναι ορθογώνιο, οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και είναι  ΚΛ ΑΜ= . 

Οπότε  

ΒΓ
ΚΛ ΑΜ ΒΓ2ΛΘ
2 2 2 4

= = = = . 

β. Στο  
Δ

AΒΓ   τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΚΛ // ΒΓ   , άρα  ΚΘ // ΒΙ  . 

Στο ορθογώνιο  ΑΛΜΚ  είναι  ΒΓΚΘ ΛΘ ΒΙ
4

= = =  . 

Οπότε  ΚΘ // ΒΙ=  ,  άρα το  ΚΘΙΒ  είναι παραλληλόγραμμο. 

255    ÈÝìá   1710 

α. i.  Επειδή  ΟΓ ΓΔ ΟΔ= =  ,  το  
Δ

OΓΔ   είναι ισόπλευρο, άρα  οΓΟΔ 60
∧

=  . 

ii. Επειδή το τρίγωνο  ΟΓΔ  είναι ισόπλευρο είναι    οΟΓΔ ΟΔΓ 60= =  

 Στο τρίγωνο  ΓΟΑ  είναι  ΟΓ ΑΓ=  , οπότε   ΓΟΑ Α=   και η γωνία  ΟΓΔ   είναι εξωτερική, άρα  
    ο οΟΓΔ Α ΓΟΑ 60 2Α Α 30= + ⇔ = ⇔ =  

 Στο τρίγωνο  ΒΟΔ  είναι  ΟΔ ΔΒ=  , οπότε   ΔΟΒ Β=   και η γωνία  ΟΔΓ   είναι εξωτερική , άρα  
    ο οΟΔΓ Β ΔΟΒ 60 2Β Β 30= + ⇔ = ⇔ =  . 

Άρα  οΟΑΓ ΟΒΔ 30
∧ ∧

= =  . 

β. Επειδή   Α Β=   το τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι ισοσκελές με  ΟΑ ΟΒ=  .  Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΟΑΒ  η διάμεσος  

ΟΜ  είναι και ύψος, άρα  ΟΜ ΑΒ⊥  . Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΜΟΑ  o(M 90 )
∧

=   είναι  oA 30
∧

=  ,  οπότε  
OAOM 2OM OA
2

= ⇔ =  . 
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256    ÈÝìá   1806 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα.  

Οπότε  BΓAM ΜΒ
2

= =  ,  άρα  B BAM
∧ ∧

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΕ o(A 90 )
∧

=  ,  η  ΑΗ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα.  

Οπότε  ΔΕΑΗ ΗΔ
2

= =  ,  άρα  AΔΗ ΔΑΗ
∧ ∧

=  . 

γ. Έστω ότι η  ΑΗ  τέμνει την  ΒΓ  στο  Λ .   

Στο τρίγωνο  ΑΒΛ  είναι  ΒΑΛ Β
∧ ∧

+ =     οΔΑΗ ΒΑΜ ΑΔΚ ΔΑΚ 90+ = + =  , αφού το τρίγωνο  ΚΑΔ  είναι 
ορθογώνιο. 

Άρα  οΒΛΑ 90
∧

=  ,  οπότε  ΑΗ ΒΓ⊥  . 

257    ÈÝìá   1713 

α. i.  Είναι οA B Γ 180
∧ ∧ ∧

+ + = ⇔ ο ο o2Β Β 180 3Β 180 Β 60
∧ ∧ ∧ ∧

+ = ⇔ = ⇔ =  . 

Οπότε  


oΒABZ 30
2

∧
= =    

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι    ο ο οΒ ΒΑΔ 90 60 ΒΑΖ 90+ = ⇔ + = ⇔ oBAZ 30
∧

= .   

Επειδή  ABZ BAZ
∧ ∧

=  ,  το  
Δ

ZAB   είναι ισοσκελές με  ΑΖ ΒΖ= . 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΒΖ  o(Δ 90 )
∧

=   είναι  οΖΒΔ 30
∧

=  ,   

οπότε  ΒΖ ΒΖΖΔ ΑΔ ΑΖ
2 2

= ⇔ − = ⇔ ΒΖ 3ΑΔ ΒΖ 2ΑΔ 2ΒΖ ΒΖ 2ΑΔ 3ΒΖ ΑΔ ΒΖ
2 2

− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  

β. Επειδή το  
Δ

ΑΖΕ   είναι ισόπλευρο, έχουμε  οΖΑΕ 60
∧

=  ,  οπότε: 

 
ο ο οΑ 30 60 90

∧
= + =   

    ο ο ο οΑ Β Γ 180 90 60 Γ 180+ + = ⇔ + + = ⇔ οΓ 30
∧

=  

258    ÈÝìá   1763 

α. i.  Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΒ  και  ΕΑΔ  o(Ε 90 )
∧

= ,  οι  ΕΚ  και  ΕΛ  είναι διάμεσοι προς την υποτείνουσα. 

Οπότε  ABEK AK
2

= =   και  ΑΔΕΛ ΑΛ
2

= =  .   

Άρα τα τρίγωνα  ΚΕΑ  και  ΛΕΑ  είναι ισοσκελή, οπότε  AEK EAK
∧ ∧

=   και  ΛΕΑ ΕΑΛ
∧ ∧

=  .   

Είναι  οKEΛ ΚΕΑ ΛΕΑ ΕΑΚ ΕΑΛ ΚΑΛ 90
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = + = = . 

ii. Στο  
Δ

ABΔ   τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΔ ,  οπότε  ΒΔΚΛ
2

=  .  Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο έχουμε  

ΒΔ ΑΓ=  ,  οπότε  ΑΓΚΛ
2

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΑΓ  o(B 90 )
∧

=   έχουμε  οΒΑΓ 30
∧

=  ,  οπότε  
α.ii.ΑΓΒΓ KΛ

2
= =  . 

259    ÈÝìá   1866 

α. Είναι:    ΔΑ ΔΒ=   ,  αφού το τρίγωνο  ΔΑΒ  είναι ισοσκελές 
    ΓΑ ΓΒ=  ,  αφού το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο 
Άρα η  ΔΓ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΒ . 
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β. Επειδή η ΓΔ είναι μεσοκάθετος του ΑΒ, θα είναι και διχοτόμος των γωνιών  Δ   και  Γ  , δηλαδή  
  οΑΔΘ ΘΔ Β 60= =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΔ η ΘΖ είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΑΔΘΖ ΖΑ
2

= =  . 

Οπότε    οΖΘΔ ΑΔΘ 60= =  . 

Στο ΑΘΓ, είναι:     ο ο ο οΑΓΘ ΘΑ Γ 90 ΑΓΘ 60 90 ΑΓΘ 30+ = ⇔ + = ⇔ =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΓ η ΘΗ είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΑΓΘΗ ΗΓ
2

= =  . 

Οπότε    οΗΘΓ ΑΓΘ 30= =  . 

Είναι      ο ο ο ο οΖΘΔ ΖΘΗ ΗΘΓ 180 60 ΖΘΗ 30 180 ΖΘΗ 90+ + = ⇔ + + = ⇔ =  . 

2ος τρόπος 

 Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΔΑΒ  έχουμε  οΔ 120
∧

=  ,  οπότε  oΔBΑ 30
∧

=  ,  άρα  ο ο οΔΒΓ 30 60 90
∧

= + =  . 

 Στο  
Δ

ΑΔΒ  ,  τα  Ζ ,  Θ  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΑΒ ,  οπότε  ΖΘ // ΒΔ  

 Στο  
Δ

ΑΒΓ  ,  τα  Θ ,  Η  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΘΗ // ΒΓ  

Επειδή  ΔΒ ΒΓ⊥   είναι και  ΖΘ ΘΗ⊥  ,  οπότε  οΖΘΗ 90
∧

=  . 
γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΘΔ  είναι    ο ο οΘΔΑ ΔΑΘ 90 60 ΔΑΘ 90+ = ⇔ + =  οΔΑΘ 30⇔ =  . 

Στο  ορθογώνιο τρίγωνο  ΚΑΖ  o(K 90 )
∧

=  ,  είναι  oA 30
∧

=  ,  οπότε  AZ ΑΔZK
2 4

= =  . 

260    ÈÝìá   1871 

α. Επειδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές με  oA 120
∧

= ,  έχουμε: 
  Β Γ=  
     ο o oΑ Β Γ 180 120 B B 180+ + = ⇔ + + =  ο ο2Β 60 Β 30⇔ = ⇔ =  

 
οB Γ 30

∧ ∧
= =  

 
ο ο οΒΑΔ 120 90 30

∧
= − =   

Άρα   Β ΒΑΔ=  , οπότε το τρίγωνο  ΑΔΒ  είναι ισοσκελές. 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΓ  o(Δ A Γ 90 )
∧

=  ,  έχουμε  οΓ 30
∧

=  ,  οπότε  
α.ΓΔ ΓΔΑΔ ΒΔ ΓΔ 2ΒΔ

2 2
= ⇔ = ⇔ =  . 

γ. Είναι  ΔΓ 2ΔΒ 2ΔΚ 2ΔΒ ΔΚ ΔΒ= ⇔ = ⇔ =  .   

Στο  
Δ

ΑΒΚ   τα  Λ ,  Δ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΚ ,  οπότε  ΛΔ // ΑΚ  . 

δ. Από το  γ.  ερώτημα είναι και  ΑΚΛΔ ΑΚ 2ΛΔ
2

= ⇔ = . 

261    ÈÝìá   1872 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   έχουμε  oB 60
∧

=   και    ο ο οΒ Γ 90 60 Γ 90+ = ⇔ + = ⇔ οΓ 30
∧

= .   

Είναι  οΒΓΒΖ 30
2

∧
∧

= =  , οπότε   ΓΒΖ Γ=  , άρα το τρίγωνο  ΒΖΓ  είναι ισοσκελές. 

β.    Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΖ  o(A 90 )
∧

=   είναι  oΒΖBΑ 30
2

∧
∧

= =   και  ΑΜ  η διάμεσος προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ΒΖΑΖ
2

=   και  ΒΖΑΜ
2

=  . 

Άρα  ΑΜ ΑΖ=  . 

   Στο  
Δ

ΒΓΖ   τα  Κ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΒΓ ,  ΒΖ ,  οπότε  KM // ΓΖ   και  
α.ΓΖ ΒΖKM ΑΖ

2 2
= = =  .  

Άρα  KM // AZ=  ,  οπότε το  ΑΜΚΖ  είναι παραλληλόγραμμο  και επειδή  ΑΜ ΑΖ=  ,  είναι ρόμβος. 
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γ. Στο  β.  ερώτημα έχουμε  ΓΖ ΓΖΚΜ ΖΑ ΓΖ 2ΖΑ
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

δ. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΛΒΓ  o(Λ 90 )
∧

=   έχουν:   
 ΒΓ  κοινή  

 ΒΓΑ ΓΒΛ
∧ ∧

=  o( 30 )=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΒΛ ΑΓ=  . 

262    ÈÝìá   1721 
α. Οι ακτίνες στα σημεία επαφής είναι κάθετες στην εφαπτόμενη, άρα  ΚΒ ε⊥   και  ΛΓ ε⊥  . 
Είναι  ΔΓ ΒΓ⊥   και  ΚΔ // ΒΓ  ,  οπότε  ΚΔ ΓΔ⊥ . 

Άρα στο  ΒΓΔΚ  είναι  οB Γ Δ 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 

β. Επειδή  το  ΒΓΔΚ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  ΓΔ ΒΚ ρ= =  .   
Είναι:   ΛΔ ΛΓ ΓΔ 3ρ ρ 2ρ= − = − =  .   
     ΚΛ ΚΑ ΑΛ ρ 3ρ 4ρ= + = + =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΚΛ  ο(Δ 90 )
∧

=   είναι  4ρ KΛΛΔ 2ρ
2 2

= = =  ,  οπότε  οΔΚΛ 30
∧

=  . 

γ. Επειδή  ΚΔ // ΒΓ  ,  έχουμε  οE ΔΚΛ 30
∧ ∧

= =  ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΓΕΛ  ο(Γ 90 )
∧

=   είναι  oE 30
∧

=  ,  οπότε  ΕΛ ΕΛΓΛ 3ρ ΕΛ 6ρ
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

263    ÈÝìá   1761 

α. Είναι  ο ο οΔΑΚ 180 120 60
∧

= − =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  
Δ

KAΔ   είναι    ο ο οΑΔΚ ΔΑΚ 90 ΑΔΚ 60 90+ = ⇔ + = ⇔ οAΔK 30
∧

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΚΑΔ  o(K 90 )
∧

=  ,  είναι  οΔ 30
∧

=  ,  οπότε  ΑΔ 2ΑΒΑΚ ΑΒ
2 2

= = =  . 

Άρα το  
Δ

ΚΑΒ   είναι ισοσκελές. 

γ. Το  Ζ  είναι το μέσο της  ΑΔ, οπότε ΑΔΑΖ ΑΒ
2

= = . 

Οπότε στο  
Δ

ΖΚΒ   η  ΚΑ  είναι διάμεσος και  BZKA AB
2

= =  ,  άρα  oZKB 90
∧

=  . 

δ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΚΑΔ ,  η  ΚΖ είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, άρα  ΑΔΚΖ ΑΚ
2

= =  

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΚΑΔ  και  ΚΖΒ  έχουν:   ΑΔ ΒΖ=    
    AK KΖ=   
Άρα είναι ίσα, οπότε  KB KΔ=  .  Επομένως το  Κ  ανήκει στη μεσοκάθετο του  ΒΔ . 

264    ÈÝìá   1835 

α. i.  Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   έχουμε  οΓ 30
∧

=  ,  οπότε  BΓAB ΒΜ
2

= =  .   

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΕ ,  ΜΒΕ  έχουν:   AB MB=  
           ΒΕ  κοινή 

Οπότε είναι ίσα, επομένως  ABE EBM
∧ ∧

= .  Άρα η  ΒΕ  είναι η διχοτόμος της  B
∧

 . 

ii. Επειδή η  ΒΕ  είναι η διχοτόμος της  B
∧

 ,  έχουμε  AE EM=  .  Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΜΓ  o(M 90 )
∧

=   είναι  
οΓ 30

∧
=  ,  οπότε  ΓΕ ΓΕEM AE

2 2
= ⇔ =  . 

iii. Επειδή  BA BM=   και  EA EM=  ,  η  ΒΕ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΜ . 
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β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

= η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΒΓAM ΜΒ
2

= = . 

Επομένως το  
Δ

ΜΑΒ   είναι ισοσκελές με κορυφή  Μ ,  άρα η διάμεσος  ΜΝ  
είναι και ύψος.  

Αφού επιπλέον το  Η  είναι το ορθόκεντρο του  
Δ

ΑΒΜ   το ύψος  ΜΝ  διέρχεται 
από το  Η , άρα τα  Μ, Η  και  Ν  είναι συνευθειακά. 

265    ÈÝìá   1782 

α. i.  Επειδή τα  Δ ,  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των πλευρών του  ΑΒΓ  έχουμε  ΕΖ // ΑΒ  ,  ΔΖ // ΑΓ  ,  οπότε το  ΑΔΖΕ  

είναι παραλληλόγραμμο. Επιπλέον είναι  oA 90
∧

=  ,  οπότε το  ΑΔΖΕ  είναι ορθογώνιο. 

ii. Επειδή το  ΑΔΖΕ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  ΑΖ ΔΕ=  ,  οπότε  ΑΘ ΘΕ=  .  Στο  
Δ

ΑΖΓ  ,  τα  Θ ,  Ε  είναι τα μέσα 

πλευρών του, οπότε  

ΒΓ
ΖΓ ΒΓ2ΘΕ
2 2 4

= = =  . 

β. i.  Στο ορθογώνιο  
Δ

ΑΒΓ  ,  η  ΑΖ  είναι διάμεσος, οπότε  ΒΓAZ ΖΓ
2

= =  ,  άρα  Γ ΓΑΖ
∧ ∧

=  .  Η  ΑΖΒ
∧

  είναι 

εξωτερική του  
Δ

ΑΖΓ  ,  οπότε    οAZB Γ ΓΑΖ 2Γ 60
∧ ∧

= + = =  . 

ii. Επειδή  οAΖΒ 60
∧

=   και  AZ ZB=   το  
Δ

AΒΖ   είναι ισόπλευρο, οπότε το ύψος του  ΑΚ  είναι και διάμεσος.  

Άρα  

ΒΓ
ΒΖ ΒΓ2BK
2 2 4

= = =  . 

266    ÈÝìá   1895 
α. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΚΑΓ   o(K 90 )=   και  ΛΓΑ   ο(Λ 90 )=  ,  οι  ΚΕ ,  ΛΕ  είναι 

διάμεσοι προς την υποτείνουσα, οπότε  ΑΓΚΕ
2

=   (2)  και ΑΓΛΕ
2

=  .  

Άρα  KE ΛΕ=  , οπότε το τρίγωνο  ΚΕΛ  είναι ισοσκελές. 

β. Είναι:   ΛΚΕ ΚΛΕ=  , αφού  ΚΕ ΛΕ=  

 Λ ,  Ε  μέσα  ΑΒ ,  ΑΓ  οπότε  ΕΛ // ΒΓ  ,  άρα   KΛΕ ΛΚΒ=  , ως εντός 
εναλλάξ. 

Επομένως   ΛΚΕ ΛΚΒ=  .  Άρα η  ΚΛ  είναι διχοτόμος της γωνίας  BΚE  .  

267    ÈÝìá   1850 
α. i.  Επειδή το σημείο  Α  βρίσκεται στη μεσοκάθετο του  ΕΖ ,  έχουμε  ΑΕ ΑΖ=  ,  οπότε   AEZ AZE=  . 
Επομένως   AEB AZΔ=   , ως διαφορές ίσων γωνιών. 
Τα τρίγωνα  ΑΕΒ  και  ΑΖΔ  έχουν   AEB AZΔ=   και   EBA ZΔΑ=  o45=  ,  οπότε  έχουν και τις τρίτες γωνίες 
τους ίσες, δηλαδή   EAB ZAΔ=  .   
Τα τρίγωνα  ΑΕΒ  και  ΑΖΔ  έχουν:   AΕ AΖ=   
     AEB AZΔ=    
     EAB ZAΔ=   
Άρα είναι ίσα (ΓΠΓ). 
ii. Επειδή τα τρίγωνα ΕΑΒ και ΖΑΔ είναι ίσα, έχουμε  ΑΒ ΑΔ=  . 
Οι γωνίες πρόσκρουσης και ανάκλασης είναι  ο45  , οπότε  
      οΑΒΕ ΘΒΓ ΒΓΘ ΔΓΗ ΗΔ Γ ΑΔ Ζ 45= = = = = =  

Άρα     οΑΒΓ ΒΓΔ ΓΔ Α 90= = =  .  Επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. 
Το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες, επομένως είναι τετράγωνο. 
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β. Έστω ΑΚ η απόσταση του Α από την πλευρά ΕΖ. Είναι ΑΖΑΖ 2ΑΚ ΑΚ
2

= ⇔ =  . 

Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΖ μια κάθετη πλευρά ισούται με το μισό της υποτείνουσας, επομένως   οΑΖΚ 30= . 

Επειδή  ΑΕ ΑΖ=   έχουμε    οΑΖΚ ΑΕ Ζ 30= =  . 

Στο τρίγωνο  ΑΕΖ , είναι      o o o o oΕΑΖ ΑΕ Ζ ΑΖΚ 180 ΕΑΖ 30 30 180 EAZ 120+ + = ⇔ + + = ⇔ =  

268    ÈÝìá   1742 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΕΒ  έχουν: 
 ΑΒ ΑΔ=  , ως πλευρές ρόμβου 
  Β Δ=  , ως απέναντι γωνίες ρόμβου 
Άρα είναι ίσα,  οπότε  ΑΖ ΑΕ= ,  επομένως το τρίγωνο  ΖΑΕ  είναι ισοσκελές. 

β. Επειδή τα  
Δ

ΖΑΔ   και  
Δ

ΕΑΒ  είναι ίσα,  έχουμε  ΔΖ ΒΕ= . 
Οπότε και  ΓΖ ΓΕ=  ,  αφού  ΓΔ ΓΒ=  .   
Επειδή  ΑΖ ΑΕ=   και  ΓΖ ΓΕ=  ,  η  ΑΓ  είναι η μεσοκάθετος του  ΖΕ . 

γ. Στο  
Δ

ΑΒΔ  ,  τα  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΑΒ,  οπότε  MN // ΒΔ .  
Είναι:   ZE AΓ⊥  ,  αφού η  ΑΓ  μεσοκάθετος του  ΖΕ 
    ΒΔ ΑΓ⊥   , ως διαγώνιοι του ρόμβου 
Άρα  έχουμε  ZE // ΒΔ  ,  οπότε  ZE // MN  . 

Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΑΔ  o(Z 90 )
∧

=  ,  ΕΑΒ  o(E 90 )
∧

=  ,  οι  ΖΜ ,  ΕΝ  είναι 

διάμεσοι προς την υποτείνουσα, οπότε  ΑΔΖΜ
2

=   και  ABEN
2

=  . 

Είναι  ΑΔ ΑΒ=  , οπότε  ZM EN=  . 

269    ÈÝìá   1737 

α. Στο  
Δ

ΑΔΗ   το  ΑΜ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε είναι ισοσκελές με βάση τη  ΔΗ ,  
άρα  ΑΗ ΑΔ=  .   

Όμοια το  
Δ

ΑΕΗ   είναι ισοσκελές, οπότε  ΑΗ ΑΕ= . Άρα  ΑΗ ΑΔ ΑΕ= =  . 

β. Το  ΑΜΗΝ  είναι ορθογώνιο, αφού έχει τρεις ορθές γωνίες, οπότε  οΜΗΝ 90
∧

=  ,  άρα το  
τρίγωνο  ΕΗΔ  είναι ορθογώνιο. 

γ. Στα ισοσκελή τρίγωνα  ΑΔΗ  και  ΑΗΕ  οι  ΑΜ ,  ΑΝ  είναι ύψη άρα και διχοτόμοι 
τους.  

Οπότε  ΔΑΜ ΜΑΗ φ
∧ ∧

= =   και  EAΝ HΑΝ ω
∧ ∧

= =  .   

Είναι  ΔΑΕ 2φ 2ω 2(φ ω)
∧

= + = + o ο2BAΓ 2 90 180
∧

= = ⋅ =  .   
Άρα τα  Ε ,  Α ,  Δ  είναι συνευθειακά.  

Στο τρίγωνο  ΔΗΕ  τα  Μ , Ν  είναι μέσα των  ΗΔ  και  ΗΕ  οπότε  ΔΕΜΝ
2

=  . 
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270   ÈÝìá   1549 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΗΒΓ  είναι    ο ο οΒ ΗΓΒ 90 60 ΗΓΒ 90+ = ⇔ + = ⇔ οΗΓΒ 30
∧

= .  

Οπότε  BΓHB
2

= 4ΓΔ 2ΓΔ
2

= =  .   

β. Το  ΔΓΗΑ  έχει  οΔ Α Η 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο, άρα  ΓΔ ΑΗ=  .   

Είναι  1ΗΒ 2ΓΔ ΓΔ ΗΒ
2

= ⇔ = 1AH ΗΒ
2

⇔ = . 

271   ÈÝìá   1612 

α. Είναι  ΑΒΓΠ ΑΒ ΒΓ ΓΑ 2 9 30 2 10 68= + + = ⋅ + + ⋅ =  . 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ,  ΑΓ ,  οπότε  ΔΕ // ΒΓ  ,  άρα το  ΔΕΓΒ  είναι τραπέζιο. 

γ. Από το  β.  ερώτημα είναι  ΒΓ 30ΔΕ x x 15
2 2

= ⇔ = ⇔ =  . 

272   ÈÝìá   1697 

α. Επειδή  ΑΒ ΑΔ=  ,  είναι  ΑΒΔ AΔΒ
∧ ∧

=  .  Αφού  ΑΒ // ΓΔ ,  είναι ABΔ ΒΔΓ
∧ ∧

=  , ως εντός εναλλάξ. 

Άρα  AΔB ΒΔΓ
∧ ∧

= , οπότε η  ΔΒ  είναι η διχοτόμος της γωνίας Δ
∧

 . 
β. Επειδή  ΑΒ // ΔΜ=  ,  το  ΑΒΜΔ  είναι παραλληλόγραμμο. Αφού επιπλέον είναι  ΑΒ ΑΔ=  ,  έχουμε ότι το  
ΑΒΜΔ  είναι ρόμβος.  

Είναι:   ΒΜ // ΑΔ  ,  όποτε  οΒΜΓ Δ 60
∧ ∧

= = ,  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη  
    ΒΜ ΜΔ ΒΜ ΜΓ= ⇔ =   
Οπότε το τρίγωνο  ΒΜΓ  είναι ισοσκελές με μια γωνία  ο60  , άρα είναι ισόπλευρο. 

273   ÈÝìá   1694 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΗΑΔ  και  ΘΒΓ  έχουν: 
  ΑΔ ΒΓ=    

  Δ Γ
∧ ∧

=  ,  ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ισοσκελούς τραπεζίου 
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΔΗ ΘΓ= . 
β. Η διάμεσος του τραπεζίου  ΕΖ  είναι:   

AB ΓΔ 8 12ΕΖ 10
2 2
+ += = =  

274   ÈÝìá   1629 

α. Είναι:   oA Β 135
∧ ∧

= =    
       ο ο ο οΒ Γ 180 135 Γ 180 Γ 45+ = ⇔ + = ⇔ =  

     οΔ Γ 45
∧ ∧

= =  
β. Είναι  AE BZ=  ,  ως αποστάσεις των παράλληλων  ΑΒ  και  ΓΔ .   
Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΖΒΓ  είναι: 
   ο ο οΔ ΔΑΕ 90 45 ΔΑΕ 90+ = ⇔ + =  οΔΑΕ 45⇔ =  , άρα   Δ ΔΑΕ=  
   ο ο οΓ ΓΒΖ 90 45 ΓΒΖ 90+ = ⇔ + =  οΓΒΖ 45⇔ =  , άρα   Γ ΓΒΖ=  
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΖΒΓ  είναι ισοσκελή, οπότε  ΔΕ ΑΕ=   και  ΖΓ ΒΖ=  .   

Άρα  ΑΕ ΕΔ ΒΖ ΓΖ= = = . 
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275   ÈÝìá   1644 

α. Είναι:   ΕΒ ΑΒ ΑΕ 3 1 2= − = − =  

      
ΓΔ ΕΒ 4 2ΚΛ 3

2 2
+ += = =  . 

β. Είναι  ΚΛ // ΕB  , οπότε  ΚΛ / /ΑΒ   και  ΚΛ ΑΒ 3= =  ,  οπότε το  ΑΒΛΚ  είναι παραλληλόγραμμο. 

276   ÈÝìá   1669 

α. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο έχουμε ότι  ΑΔ ΒΓ=  ,  Δ Γ
∧ ∧

=  .   
Τα τρίγωνα  ΜΚΔ  και  ΜΛΓ  έχουν:   ΜΔ ΜΓ=  
     ΔΚ ΓΛ=  ,  ως μισά ίσων τμημάτων 

     Δ Γ
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  KM ΛΜ=  . 

β. Τα τρίγωνα  ΑΔΜ  και  ΜΒΓ  έχουν:   ΜΔ ΜΓ=  
     Δ Γ=  
    ΑΔ ΒΓ=  
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ) , οπότε  ΑΜ ΒΜ=  . 

277   ÈÝìá   1634 

α. Είναι:   οΔ Γ 60
∧ ∧

= =   
        ο ο ο οΒ Γ 180 Β 60 180 Β 120+ = ⇔ + = ⇔ =  

     oA B 120
∧ ∧

= =  

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΕΔ  και  ΒΖΓ  έχουν:   ΑΔ ΒΓ=    

    Δ Γ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα. 

γ. Το  ΑΒΖΕ  είναι ορθογώνιο, οπότε  EZ AB 6= =  .   
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΖΒΓ  είναι   ο ο ο oΓΒΖ 90 Γ 90 60 30= − = − =  . 

Οπότε  ΒΓΖΓ 2
2

= =  .   

Επειδή τα τρίγωνα  ΑΕΔ  και  ΒΖΓ  είναι ίσα, έχουμε  ΔΕ ΖΓ 2= =  . 
Οπότε  ΓΔ ΔΕ ΕΖ ΖΓ 2 6 2 10= + + = + + =  . 
Η περίμετρος του  ΑΒΓΔ  είναι  ΑΒΓΔΠ ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΑ= + + + 6 4 2 6 2 4 24= + + + + + =  . 

278   ÈÝìá   1579 

α. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, έχουμε  ΑΔ ΒΓ=   και  A B
∧ ∧

=  .   
Τα τρίγωνα  ΑΔΖ  και  ΒΓΕ  έχουν:   ΑΔ ΒΓ=    

     AZ BE=    

     A B
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ), επομένως  ΔΖ ΓΕ=  . 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΔΖ  και  ΒΓΕ  είναι ίσα,  έχουμε  1 1Δ Γ
∧ ∧

=  .   

Στο ισοσκελές τραπέζιο  ΑΒΓΔ  είναι  Δ Γ
∧ ∧

=  ,  οπότε  2 2Δ Γ
∧ ∧

=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΚΓΔ  είναι ισοσκελές , οπότε  ΚΔ ΚΓ= .  
Επειδή  ΔΖ ΓΕ=   και  ΚΔ ΚΓ=   είναι και  KZ ΚΕ=  . 
Οπότε το τρίγωνο  ΚΖΕ  είναι ισοσκελές. 



76 Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου

279   ÈÝìá   1563 
α. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο έχουμε  ΑΔ ΒΓ=   και   Δ Γ=  . 
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΖΒΓ  έχουν:   
 ΑΔ ΒΓ=    

 Δ Γ
∧ ∧

=  
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΔΕ ΓΖ= . 

β. Είναι  ΑΕ ΓΔ⊥   και  ΑΒ / /ΓΔ  , οπότε  ΑΕ ΑΒ⊥  , άρα   οΕΑΒ 90=  . 

Στο τετράπλευρο  ΑΒΖΕ  είναι  oA Ε Z 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο.  

Άρα  ΑΒ ΕΖ=  . 

280   ÈÝìá   1666 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  τα  Δ ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΒΑ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΑΓΔΖ // ΔΖ // ΑΕ
2

=  =  . 

Επομένως το  ΑΕΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή έχει  oA 90
∧

=   είναι ορθογώνιο. 
β. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΔΕ // ΒΓ  . 
Άρα το  ΕΔΒΓ  είναι τραπέζιο και επειδή  ΒΔ ΕΓ=   ,  ως μισά ίσων τμημάτων, είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

281   ÈÝìá   1536 

α. Για να είναι τραπέζιο το  ΒΔΕΓ ,  αρκεί  ΔΕ // ΒΓ  . 
Επειδή το  Δ  είναι μέσο της  ΑΒ ,  θα είναι το  Ε  το μέσο του  ΑΓ . 

β. Για να είναι το  ΒΔΕΓ  ισοσκελές τραπέζιο, αρκεί  B Γ
∧ ∧

=  ,  δηλαδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  να είναι ισοσκελές. 

282   ÈÝìá   1529 

α. Επειδή η  ΕΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΒ ,  έχουμε  AE BE=  . 
β. Επειδή  ZE // BΓ  ,  το  ΒΓΕΖ  είναι τραπέζιο. 

Αφού επιπλέον το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, έχουμε  B Γ
∧ ∧

=   , οπότε το  ΒΓΕΖ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

283   ÈÝìá   1550 

α. Είναι  AB ΓΔMN
2
+= (3x 2) (x 2)x 4 2x 8 4x 4 2x 4 x 2

2
+ + +⇔ + = ⇔ + = + ⇔ − = − ⇔ =  . 

β. Έχουμε   Γ 2Β=   και επειδή  AB // ΓΔ   είναι    οB Γ 180+ =    ο ο oB 2B 180 3Β 180 B 60⇔ + = ⇔ = ⇔ =  .   

Οπότε   ο οΓ 2 60 120= ⋅ =  . 

Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο έχουμε    oA B 60= =   και    οΔ Γ 120= =  . 

284   ÈÝìá   1562 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΖΒΓ  έχουν:  ΑΔ ΒΓ=   και  Δ Γ
∧ ∧

=  .  Οπότε είναι ίσα, άρα  ΔΕ ΓΖ= . 
β. Είναι  ΑΕ ΓΔ⊥   και  ΑΒ / /ΓΔ  , οπότε  ΑΕ ΑΒ⊥  , άρα   οΕΑΒ 90= . 

Στο τετράπλευρο  ΑΒΖΕ  είναι  oA Ε Z 90
∧ ∧ ∧

= = =  . 
Οπότε είναι ορθογώνιο. 
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285    ÈÝìá   1735 
α. Επειδή  AA ε′ ⊥   και  BB ε′ ⊥  ,  είναι  AA // BB′ ′  . 

β. Επειδή η  ΚΛ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΒ ,  έχουμε  ΚΑ ΚΒ=  .  Αφού η ευθεία  ε  είναι η 
μεσοκάθετος των  AA′   και  BB′   έχουμε  ΚΑ ΚΑ′=   και  ΚΒ ΚΒ′= .   
Οπότε  KA KB′ ′=  ,  άρα το  Κ  ανήκει στη μεσοκάθετο του  Α Β′ ′  . 

γ. Για να είναι το τετράπλευρο  ABB A′ ′   ορθογώνιο, πρέπει  oA 90
∧

=  . 

Οπότε  AB AA′⊥   και αφού  ε ΑΑ′⊥ ,  θα έχουμε  AB // ε  . 

286   ÈÝìá   1577 

Επειδή  ΑΒ // ΓΔ   είναι  ο ο ο οΑΒΓ 180 Γ 180 110 70
∧

= − = − =  . 

Οπότε  ο ο οAΒΔ ΑΒΓ ΔΒΓ 70 30 40
∧ ∧ ∧

= − = − =  .  Αφού  ΔΑ ΔΒ=  ,  το τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι ισοσκελές, οπότε  
οA ΑΒΔ 40

∧ ∧
= =  .   

Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι     οΑΔΒ Α ΑΒΔ 180+ + = ⇔  ο ο οΑΔΒ 40 40 180+ + = ⇔ οAΔΒ 100
∧

=  . 

287   ÈÝìá   1650 
α. Το τρίγωνο  ΒΔΓ  είναι ισοσκελές με  ΒΔ ΒΓ=  , άρα   ΒΔΓ Γ=  . 
Στο τρίγωνο  ΒΔΓ  έχουμε       ο ο ο ο οΒΔΓ Γ ΔΒΓ 180 2Γ 110 180 2Γ 70 Γ 35+ + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = . 

β. Είναι    οΒΔΓ Γ 35= =   οπότε     ο ο οΑΔΓ ΑΔΒ ΒΔΓ 25 35 60= + = + =  . 
Οι γωνίες  Α   και  ΑΔΓ   είναι εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων  ΑΒ , ΓΔ  που τέμνονται από την  ΑΔ  και 
είναι παραπληρωματικές, οπότε     ο ο ο οΑ ΑΔΓ 180 Α 60 180 Α 120+ = ⇔ + = ⇔ =  

288   ÈÝìá   1635 

α. Είναι:  ο o o oB 180 Γ 180 60 120
∧

= − = − =  ,  αφού  ΑΒ // ΓΔ  . 

     ΑΔ ΑΒ⊥   και  ΑΒ / /ΓΔ  , οπότε  ΑΔ ΓΔ⊥  , άρα  οΔ 90
∧

=  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΒΓ  είναι    ο ο οΕΒΓ Γ 90 ΕΒΓ 60 90+ = ⇔ + = ⇔ οΕΒΓ 30
∧

=   

Οπότε  ΒΓΕΓ 2ΕΓ ΒΓ
2

= ⇔ =  . 

γ. Η  ΜΝ  είναι η διάμεσος του τραπεζίου  ΑΒΓΔ .   

Οπότε  AB ΓΔMN
2
+=  .   

Είναι:  ΔΕ ΑΒ 4= =  , αφού το  ΑΒΕΔ  είναι ορθογώνιο 

   ΒΓ 4ΕΓ 2
2 2

= = =  

    ΓΔ ΔΕ ΕΓ= + 4 2 6= + =  .   

Οπότε  4 6MN 5
2
+= =  . 
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289    ÈÝìá   1715 
α. i. 1. Αν  ΑΔ ΒΓ< ,  τότε ΑΔ ΒΓ≠   άρα το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  δεν είναι 
παραλληλόγραμμο οπότε έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες και είναι τραπέζιο. 

2. Αν  ΑΔ ΒΓ=  ,  τότε  ΑΔ // ΒΓ=  . 

Oπότε το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή  οΔ 90
∧

=   είναι ορθογώνιο. 
ii.  Αν  ΑΔ ΒΓ<  ,  τότε το  ΜΝ  είναι η διάμεσος του τραπεζίου  ΑΒΓΔ ,  οπότε  

AΔ ΒΓMN
2
+=  . 

 Αν  ΑΔ ΒΓ=  ,  τότε  MN AΔ ΒΓ= =  . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΑΜ  και  ΓΒΜ  έχουν:    MA MB=    

        1 2M M
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα, άρα  ΜΔ ΜΓ=   
Επομένως το Μ είναι μέσο και του  ΓΔ, οπότε τα  Μ ,  Ν  ταυτίζονται.  
Επειδή  MA MB=   και  ΜΔ ΜΓ=   το  ΑΓΒΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 
Επειδή  ΑΜ ΜΔ>   και  ΜΒ ΜΓ>   θα είναι  ΑΜ ΜΒ ΜΔ ΜΓ ΑΒ ΓΔ+ > + ⇔ >  .  
Άρα το  ΑΓΒΔ  δεν έχει ίσες διαγώνιες οπότε δεν είναι ορθογώνιο.  

290    ÈÝìá   1747 
α i.  Είναι 1ε ΑΒ⊥   και  2ε ΑΒ⊥   , οπότε  1 2ε // ε  .  

Επειδή το  Ε  δεν είναι μέσο του  AB  ,  έχουμε   οΒΟΕ 90≠   και αφού   οΕ 90=   προκύπτει  
ΓΔ ΑΒ  . 
Οπότε το  ΑΒΓΔ  είναι τραπέζιο. 
ii. Είναι  ΔΕ ΔΑ=   και  ΓΕ ΓΒ=  , ως εφαπτόμενα τμήματα.  
Οπότε  ΓΔ ΓΕ ΔΕ ΓΒ ΔΑ ΑΔ ΒΓ= + = + = +  

β. Αν το  Ε  είναι το μέσο του  AB  ,  τότε  EO AB⊥  . 
Επειδή  ΕΟ ΓΔ⊥   έχουμε  ΕΟ / /ΑΔ   και  ΕΟ / /ΒΓ  . 
Το  ΟΒΓΕ  είναι τετράγωνο αφού     οΒ Ο Ε 90= = =   και  ΟΒ ΟΕ R= =  

Το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο, αφού  ΑΔ / / ΒΓ=   και   οΑ 90=  
Άρα  ΑΔΓΒΠ 2(ΑΒ ΑΔ)= + 2(2R R) 6R= + = . 

291    ÈÝìá   1758 
α. Είναι  ΓΕ ΓΒ=   και  ΔΕ ΔΑ=  , ως εφαπτόμενα τμήματα. 
Οπότε  ΓΔ ΓΕ ΕΔ ΓΒ ΔΑ= + = + = ΑΔ ΒΓ+  . 

β. Οι  ΟΓ ,  ΟΔ  είναι διακεντρικές ευθείες, οπότε είναι οι διχοτόμοι των  BOE
∧

 ,  ΕOΑ
∧

 . 
Άρα   

1 2Ο Ο=   και   
3 4Ο Ο=  

Είναι          ο ο ο ο
1 2 3 4 2 3 2 3Ο Ο Ο Ο 180 2Ο 2Ο 180 Ο Ο 90 ΓΟΔ 90+ + + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  . 

Άρα  ΟΓ ΟΔ⊥  ,  οπότε το  
Δ

ΓΟΔ   είναι ορθογώνιο. 
γ. Οι  ΑΔ , ΒΓ  είναι εφαπτόμενες του κύκλου, οπότε  ΑΔ ΑΒ⊥   και  ΒΓ ΑΒ⊥  . 
Άρα  ΑΔ / /ΒΓ  . 
 Αν το σημείο  Ε  δεν είναι μέσο του ημικυκλίου  ΑΒ  τότε οι  ΓΔ  και  ΑΒ  δεν είναι παράλληλες οπότε το 
τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  είναι τραπέζιο. 
 Αν το  Ε  είναι μέσο του ημικυκλίου  ΑΒ ,  τότε   οΒΟΕ 90=   (επίκεντρη γωνία που βαίνει σε τεταρτοκύκλιο) 
και   ΕΓ ΟΕ⊥  , άρα  ΕΓ / /ΑΒ  .  Οπότε το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο και αφού έχει μια ορθή γωνία, είναι 
ορθογώνιο. 
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292    ÈÝìá   1783 

α. Είναι:  ΔΑΖ ΖΑΒ
∧ ∧

=   , αφού  ΑΕ  διχοτόμος 

    ΑΒ // ΓΔ   ,  άρα  ΖΑΒ AΖΔ
∧ ∧

=  , ως εντός εναλλάξ.   

Οπότε  ΔΑΖ ΔΖΑ
∧ ∧

=  ,  επομένως το  
Δ

ΔΑΖ   είναι ισοσκελές. 

β. Από το ισοσκελές τρίγωνο  ΔΑΖ  έχουμε  ΑΔ ΔΖ ΑΒ ΓΔ ΓΔ ΓΖ ΑΒ ΓΖ=  + = +  =  .   
Επειδή επιπλέον  ΑΒ // ΓΖ   το  ΑΒΖΓ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Οπότε το  Ε  είναι το μέσο της διαγωνίου του  ΒΓ . 

γ. Το  Ε  είναι το μέσο και της διαγωνίου  ΑΖ ,  του παραλληλογράμμου  ΑΒΓΔ . 

Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΔΑΖ , το  ΔΕ  είναι διάμεσος, οπότε η  ΔΕ  είναι διχοτόμος της  Δ
∧

 . 

293    ÈÝìá   1885 

α.   Στο τρίγωνο  ΑΒΓ,  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΔΕ // ΒΓ . 
Άρα το  ΔΕΖΗ  είναι τραπέζιο. 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΗΑΒ  ο(Η 90 )
∧

=  ,  η  ΗΔ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα,  

οπότε  ΑΒΗΔ
2

=    (1) . 

 Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΑΓ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΑΒΕΖ
2

=    (2) . 

Από τις  (1)  και  (2)  έχουμε  ΗΔ ΕΖ=  . 
Άρα το τραπέζιο  ΔΕΖΗ  είναι ισοσκελές. 

β. Τα τρίγωνα  ΗΔΖ  και  ΗΕΖ  έχουν:  ΕΖ ΗΔ=  
   ΗΖ  κοινή 
    ΔΗΖ ΕΖΗ= , ως γωνίες βάσης του ισοσκελούς τραπεζίου. 
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ) , άρα   ΗΔΖ ΗΕΖ=  . 

γ. Είναι:   ΕΔΖ ΔΖΗ=  , ως εντός εναλλάξ 
    ΔΖΗ ΕΗΖ=  , από την ισότητα των τριγώνων  ΔΗΖ  και  ΕΗΖ. 
Άρα   ΕΔΖ ΕΗΖ=  

294    ÈÝìá   1815 
α.  Είναι:   

 ΑΔΜ ΜΔΓ
∧ ∧

=   αφού  ΔΜ  διχοτόμος   

 ΑΜΔ ΜΔΓ
∧ ∧

=    , ως εντός εναλλάξ αφού  ΔΓ // ΑΒ  .   

Άρα  AΔΜ ΑΜΔ
∧ ∧

=  ,  οπότε το  
Δ

ΑΔΜ   είναι ισοσκελές με  ΑΔ ΑΜ=  . 
β. Έχουμε  ΑΒ ΑΔ ΒΓ ΑΜ ΜΒ ΑΔ ΒΓ= +  + = + ΑΔ ΜΒ ΑΔ ΒΓ ΜΒ ΒΓ + = +  =  .   

Άρα το  
Δ

ΜΒΓ   είναι ισοσκελές. 
γ. Επειδή:   

 ΔΓ // AΒ  ,  είναι  ΔΓΜ ΓΜΒ
∧ ∧

=   , ως εντός εναλλάξ 

 το  
Δ

ΜΒΓ   είναι ισοσκελές, έχουμε  ΓΜΒ ΜΓΒ
∧ ∧

=  

Άρα  ΔΓΜ MΓΒ
∧ ∧

=  ,  οπότε η  ΓΜ  είναι η διχοτόμος της γωνίας  Γ
∧

  του τραπεζίου. 
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295    ÈÝìá   1860 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΒΓ  o(E 90 )
∧

=   είναι     ο ο ο οΕΒΓ Γ 90 ΕΒΓ 60 90 ΕΒΓ 30+ = ⇔ + = ⇔ =  ,   

Οπότε  ΒΓ 2ΑΒΕΓ ΑΒ
2 2

= = =  .   

Επειδή  ΑΒ // ΕΓ=  ,  το  ΑΒΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Από το παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΕ  έχουμε  ΑΕ ΒΓ 2ΑΒ= =  .  Είναι  ZE ΓΔ ΕΓ ΔΖ= − − =    

4ΑΒ ΑΒ ΑΒ 2ΑΒ= − − =  .  Άρα  AE EZ=   και  οΑΕΖ Γ 60
∧ ∧

= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη, αφού  
AE // BΓ  . 

Επομένως το  
Δ

ZAE   είναι ισόπλευρο. 

γ. Τα τρίγωνα  ΔΑΖ  και  ΓΑΕ  έχουν: 

 ΑΖ ΑΕ=   ,  αφού το  
Δ

ΖΑ Ε   είναι ισόπλευρο 
 ΔΖ ΕΓ=   ,  αφού  ΔΖ ΑΒ=   και  ΑΒ ΕΓ=  

 AZΔ ΑΕΓ
∧ ∧

=   , ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών   οΑΖΕ 60=   και   οΑΕ Ζ 60=  . 
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 

296    ÈÝìá   1784 

α. Επειδή  ΑΖ ΑΔ=  ,  το  
Δ

ΑΔΖ   είναι ισοσκελές, οπότε  ΑΖΔ ΑΔΖ
∧ ∧

= . 

Στο  
Δ

ΑΔ Ζ   είναι     οΑΔ Ζ ΑΖΔ ΔΑ Ζ 180+ + = ⇔ ο ο ο φ2ΑΖΔ φ 180 2ΑΔ Ζ 180 φ ΑΖΔ 90
2

∧ ∧
+ = ⇔ = − ⇔ = − . 

β. Επειδή  ΑΔ // ΒΕ  ,  έχουμε  οZBE φ 180
∧

+ = ⇔ οΖΒΕ 180 φ
∧

= −  .   

Αφού το  
Δ

ΒΖΕ   είναι ισοσκελές, έχουμε  ΕΖΒ ΖΕΒ
∧ ∧

=  .   

Στο  
Δ

ΒΖΕ   είναι     οΕΖΒ ΖΕ Β ΖΒΕ 180+ + =   ο οΕΖΒ ΕΖΒ 180 φ 180⇔ + + − =  

    φ2ΕΖΒ φ ΕΖΒ
2

⇔ = ⇔ =  

γ. Είναι  ο ο ο ο ο οφ φ φ φΔΖE 180 ΑΖΔ ΕΖΒ 180 90 180 90 90
2 2 2 2

∧ ∧ ∧  = − − = − − − = − + − = 
 

 .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΖΕ  η  ΖΟ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΔΕZO ΟΔ ΟΕ
2

= = =  .   

Επειδή: 
 AZ ΑΔ=   και  OZ ΟΔ=  ,  η  ΑΟ  είναι η μεσοκάθετος του  ΔΖ .   
 ΒΖ ΒΕ=   και  ΟΖ ΟΕ=  ,  η  ΒΟ  είναι η μεσοκάθετος του  ΖΕ . 

297    ÈÝìá   1711 

α. Είναι  ΓΔ 2ΑΒΕΓ ΑΒ
2 2

= = =   και  ΕΓ // ΑΒ  ,  οπότε το  ΑΒΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β.    Στο τραπέζιο  ΑΒΓΔ  η  ΖΗ  είναι διάμεσος, οπότε  ΖΗ // ΓΔ // ΑΒ  . 

 Στο  
Δ

ΑΔΕ  ,  το  Ζ  είναι το μέσο του  ΑΔ  και  ΖΘ // ΔΕ ,  οπότε το  Θ  μέσο του  ΑΕ . 

 Στο  
Δ

ΒΕΓ  ,  το  Η  είναι το μέσο του  ΒΓ  και  HI // EΓ  ,  οπότε το  Ι  είναι το μέσο του  ΒΕ . 

γ. Είναι  ΓΔ ΑΒ 2ΑΒ ΑΒ 3ZH ΑΒ
2 2 2
+ += = =  . 
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298    ÈÝìá   1757 

α.  Στο τετράπλευρο  ΑΒΕΔ  είναι  οA E Δ 90
∧ ∧ ∧

= = =  ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 
β. Επειδή το  ΑΒΕΔ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  ΔΕ ΑΒ=   και  BE AΔ=  .   
Είναι: 
 ΕΓ ΔΓ ΔΕ 4ΑΒ ΑΒ 3ΑΒ= − = − =    
 ΒΕ ΑΔ 3ΑΒ= =   

Άρα  ΕΓ ΒΕ=  ,  οπότε το  
Δ

ΒΕΓ   είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 
γ. Στο τραπέζιο  ΑΒΓΕ ,  τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των διαγωνίων του, οπότε  

ΕΓ ΑΒ 3ΑΒ ΑΒΚΛ ΑΒ
2 2
− −= = =   και  ΚΛ // ΑΒ  .   

Άρα το  ΑΒΛΚ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε η  ΑΓ  διέρχεται από το μέσο του  ΒΚ . 

299    ÈÝìá   1767 

α. Είναι  o οB Γ 180 3Γ Γ 180
∧ ∧ ∧ ∧

+ =  + =  ο ο3Γ 180 Γ 45
∧

⇔ = ⇔ =  . 

β. Το  ΑΒΕΔ  έχει  οA Δ Ε 90
∧ ∧ ∧

= = = ,  οπότε είναι ορθογώνιο, άρα  ΔΕ ΑΒ=  . 
Έχουμε  ΔΓ 2ΑΒ= ΔΕ ΕΓ 2ΑΒ ΑΒ ΕΓ 2ΑΒ ΕΓ ΑΒ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  . 
Επειδή επιπλέον  ΑΒ // ΕΓ  ,  το  ΑΒΓΕ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Επειδή  oΓ 45
∧

=  ,  στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΕΓ  είναι  ο ο ο οΒ 90 Γ 90 45 45= − = − = . 
Οπότε το τρίγωνο  ΒΕΓ  είναι ισοσκελές με  BE EΓ=  ,  άρα  ΒΕ ΕΔ=  . 
Επομένως το ορθογώνιο  ΑΒΕΔ  είναι τετράγωνο, άρα οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα, δηλαδή  ΑΕ ΒΔ⊥  . 

300    ÈÝìá   1842 
α. i.   Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε: 
 ΑΒ // ΓΔ= ΒΕ // ΓΔ⇔ =    
 ΑΔ // ΒΓ= ΔΖ // ΒΓ⇔ =  

Άρα τα  ΒΔΓΕ  και  ΒΔΖΓ  είναι παραλληλόγραμμα. 

ii. Από τα παραλλληλόγραμμα  ΒΔΓΕ  και  ΒΔΖΓ ,  έχουμε  ΓΖ // ΔΒ   και  
ΓΕ // ΔΒ  ,  άρα τα  Ε ,  Γ ,  Ζ  είναι συνευθειακά. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΖΕ  τα  Δ, Β  είναι μέσα των  ΑΖ, ΑΕ ,  οπότε  ΔΒ // ΖΕ  . 

Επειδή  ΔΒ // ΖΕ  ,  το  τετράπλευρο  ΔΒΕΖ  είναι τραπέζιο.  
Η  ΚΛ  είναι η διάμεσος του τραπεζίου  ΔΒΕΖ ,  οπότε: 
 ΚΛ / /ΔΒ  

 ΔΒ ΖΕ ΔΒ ΖΓ ΓΕ ΔΒ ΔΒ ΔΒ 3ΚΛ ΔΒ
2 2 2 2
+ + + + += = = =  .  

301    ÈÝìá   1838 

α. Οι  Βx ,  Βy  είναι οι διχοτόμοι των γωνιών  B
∧

  και  εξB
∧

 ,  οπότε είναι   ΓΒΔ ΔΒΑ=   και   ΑΒΕ ΕΒΖ=  

Είναι      οΓΒΔ ΔΒΑ ΑΒΕ ΕΒΖ 180+ + + =   ο2ΔΒΑ 2ΑΒΕ 180⇔ + =   ο οΔΒΑ ΑΒΕ 180 ΔΒΕ 90⇔ + = ⇔ =  . 

Το τετράπλευρο  ΑΔΒΕ  έχει  οB Δ Ε 90
∧ ∧ ∧

= = = ,  οπότε είναι ορθογώνιο. 

β. Επειδή το  ΑΔΒΕ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  ΑΒ ΕΔ= ΑΒ ΕΔ
2 2

⇔ = ⇔ ΚΒ ΚΔ=  . 

Άρα το τρίγωνο  ΚΒΔ  είναι ισοσκελές, επομένως  ΚΔΒ ΚΒΔ
∧ ∧

= .   

Είναι  ΚΒΔ ΔΒΓ
∧ ∧

=  ,  οπότε  ΚΔΒ ΔΒΓ
∧ ∧

=   
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Επομένως οι  ΕΔ  και  ΒΓ  που τέμνονται από τη  ΒΔ  σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους ίσες, άρα   
ΕΔ // ΒΓ  .   
Στο τρίγωνο  ΑΒΓ  το  Κ  είναι το μέσο της  ΑΒ  και  ΚΜ // ΒΓ  ,  οπότε το  Μ  είναι το μέσο της  ΑΓ. 

γ. Από το  β.  ερώτημα  έχουμε  ΚΜ // ΒΓ  ,  οπότε το  ΚΜΓΒ  είναι τραπέζιο και  ΒΓ αΚΜ
2 2

= =  .  Η διάμεσος του 

τραπεζίου  ΚΜΓΒ  είναι ίση με  
ααΒΓ ΚΜ 3α2

2 2 4

++ = =  . 

302    ÈÝìá   1852 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΓ ,  τα  Δ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΓ ,  οπότε: 

 ΒΓ 2ΚΛΔΕ ΚΛ
2 2

= = =    

 ΔΕ // ΒΓ  ,  οπότε  ΔΕ // ΚΛ  

Οπότε το  ΔΕΛΚ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΜ , τα  Δ , Κ  είναι τα μέσα των ΑΒ , ΒΜ , οπότε  ΔΚ / /ΑΜ  . 

Άρα το  ΚΔΑΜ  είναι τραπέζιο. 

Για τη διάμεσο  δ  του τραπεζίου  ΚΔΑΜ ,  έχουμε  ΑΜ ΔΚδ
2
+=  . 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=  ,  η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΒΓΑΜ
2

=  . 

 Στο τρίγωνο  ΑΒΜ  τα  Δ ,  Κ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΜ ,  οπότε  ΑΜ ΒΓΔΚ
2 4

= =  . 

Άρα  

ΒΓ ΒΓ 3ΒΓ
32 4 4δ ΒΓ

2 2 8

+
= = =  . 

303    ÈÝìá   1821 

α. Το  Λ  είναι μέσο του  ΓΔ , οπότε  ΓΔ 2ΓΛ 2ΑΒ 2ΓΛ= ⇔ = ΑΒ ΓΛ⇔ =  . 

Επομένως  ΑΒ / / ΓΛ=  , άρα το  ΑΒΓΛ  είναι παραλληλόγραμμο. Οπότε  ΑΛ / /ΒΓ  . 

Τα τετράπλευρα  ΑΒΚΖ , ΖΚΓΛ  είναι παραλληλόγραμμα γιατί έχουν τις απέναντι πλευρές παράλληλες. 

Οπότε  ΒΚ ΑΖ=   και  ΚΓ ΖΛ=  .  

Αφού  ΒΚ ΚΓ=   έχουμε  ΑΖ ΖΛ=  . 

Άρα το  Ζ  θα είναι το μέσο του  ΑΛ .   

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΛ  ο(Δ 90 )
∧

=  ,  η  ΔΖ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε   
ΑΛΔΖ
2

= ⇔ ΒΓΔΖ ΒΓ 2ΔΖ
2

= ⇔ =  . 

γ. Το  ΖΚΓΛ  είναι παραλληλόγραμμο και   ΒΓ 2ΑΒΚΓ ΑΒ ΖΚ
2 2

= = = =  ,  άρα είναι ρόμβος. 

δ. Στο τρίγωνο  ΑΚΛ ,  η  ΚΖ  είναι διάμεσος και  ΑΛΚΖ ΛΖ
2

= =  . 

Οπότε το τρίγωνο  ΑΚΛ  είναι ορθογώνιο με  οΑΚΛ 90
∧

=  . 
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304    ÈÝìá   1834 

α.  Τα τρίγωνα  ΑΔΓ  και  ΒΔΓ  έχουν:  ΑΔ ΒΓ=   
    ΑΓ ΒΔ=  
    ΓΔ  κοινή 

Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ) , επομένως  AΓΔ BΔΓ
∧ ∧

=  . 
Οπότε το τρίγωνο  ΔΟΓ  είναι ισοσκελές με  ΟΓ ΟΔ=  .   
Επειδή  ΒΔ ΑΓ=   και  ΟΓ ΟΔ=   έχουμε  OA OB=  ,  δηλαδή το τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι ισοσκελές. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΒΟ , είναι  ΟΑ ΟΒ=   οπότε    ΓΑΒ ΑΒΔ=  . 

Επειδή τα τρίγωνα  ΑΓΔ  και  ΒΓΔ  είναι ίσα, έχουμε   ΔΑΓ ΔΒΓ=  . 

Άρα       ΔΑΒ ΔΑΓ ΓΑΒ ΔΒΓ ΑΒΔ ΑΒΓ= + = + =  

γ. Τα τρίγωνα  ΑΓΔ  και  ΒΓΔ  είναι ίσα, οπότε  ΑΔΓ ΒΓΔ=  
Στο τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  έχουμε: 
       ο ο οΔΑΒ ΑΒΓ ΑΔ Γ ΒΓΔ 360 2ΔΑ Β 2ΑΔ Γ 360 ΔΑ Β ΑΔ Γ 180+ + + = ⇔ + = ⇔ + =  

Οι γωνίες  ΔΑΒ   και  ΑΔΓ   είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των  ΑΒ , ΓΔ  που τέμνονται από την  ΑΔ  και είναι 
παραπληρωματικές, οπότε  ΑΒ / /ΓΔ  . 
Άρα το  ΑΒΓΔ  είναι τραπέζιο και επειδή  ΑΔ ΒΓ=   είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

305    ÈÝìá   1778 
α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΕΒ  έχουμε   οΟΒΕ 90 ΒΟΕ= −  

Είναι   ο οΑΟΔ 90 ΒΟΕ 180+ + =  οΑΟΔ 90 ΒΟΕ⇔ = −  ΑΟΔ ΒΟΕ⇔ =  . 

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΟΑΔ  και  ΟΒΕ  έχουν:  OA OB=    

     ΑΟΔ ΟΒΕ
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα. 

β. Επειδή τα τρίγωνα  ΟΑΔ  και  ΟΒΕ  είναι ίσα, έχουμε  ΑΔ ΟΕ=   και  ΟΔ ΒΕ=  . 
Είναι  ΑΔ ΒΕ ΟΕ ΟΔ ΔΕ+ = + =  . 

γ. Είναι  ΑΔ ΔΕ⊥   και  ΒΕ ΔΕ⊥  , οπότε ΑΔ / /ΒΕ  , άρα το  ΑΔΕΒ  είναι τραπέζιο. 

Η  ΜΝ  είναι διάμεσος του τραπεζίου, οπότε  
β.AΔ ΒΕ ΔΕMN

2 2
+= =  . 

δ. Είναι  MN // AΔ   και  ΑΔ ΔΕ⊥ ,  οπότε  MN ΔΕ⊥  .  Στο  
Δ

ΔΜΕ   η  ΜΝ  είναι διάμεσος και ύψος, οπότε το  
Δ

ΔME   είναι ισοσκελές. Επειδή στο  
Δ

ΔΜΕ   η διάμεσος  ΜΝ  είναι ίση με  ΔΕ
2

 ,  το τρίγωνο  είναι ορθογώνιο. Άρα 

το  
Δ

ΔΜΕ   είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

306    ÈÝìá   1861 

α. Τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΒΓ  είναι ισοσκελή  και τα  ΑΕ ,  ΒΖ  είναι ύψη τους, οπότε είναι και διάμεσοί τους. 
Άρα τα  Ζ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΓ ,  ΒΔ  αντίστοιχα. 

β. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, έχουμε  ΑΓ ΒΔ=  ,  οπότε και  ΕΒ ΖΑ=  .   
Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΒ  και  ΖΑΒ  έχουν:  ΕΒ ΖΑ=    
        ΑΒ  κοινή 
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΑΕ ΒΖ=  . 

γ. Στο τραπέζιο  ΑΒΓΔ  τα  Ε ,  Ζ  είναι τα μέσα των διαγωνίων του, οπότε  ΕΖ // ΑΒ  . 
Άρα το  ΑΕΖΒ  είναι τραπέζιο και επειδή  ΑΕ ΒΖ=   είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
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δ. Το τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι ισοσκελές με  ΑΒ ΑΔ=  ,  οπότε  ΑΔΒ AΒΔ
∧ ∧

=  .  Επειδή  ΑΒ // ΓΔ   έχουμε  ΑΒΔ BΔΓ
∧ ∧

= , 
ως εντός εναλλάξ. 

Άρα  AΔΒ ΒΔΓ
∧ ∧

= ,  οπότε η  ΒΔ  είναι η διχοτόμος της  Δ
∧

 . 

307    ÈÝìá   1797 

α. Επειδή τα  Κ ,  Λ ,  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των πλευρών του τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ ,  το  
ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραμμο.  
Αφού το  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, έχουμε  ΑΓ ΒΔ= .   

Στο  
Δ

ΑΒΔ ,  τα  Κ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΑΔ ,  οπότε  ΒΔKN
2

=  .   

Στο  
Δ

ΑΒΓ  ,  τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των  ΑΒ ,  ΒΓ ,  οπότε  ΑΓΚΛ
2

= .  Άρα  ΚΛ ΚΝ=  ,  οπότε το  ΚΛΜΝ  

είναι ρόμβος. 

β. Επειδή το  ΚΛΜΝ  είναι ρόμβος, έχουμε  ΚΝ ΚΛ=   και από το  α.  ερώτημα  ΑΓ ΒΔ=  .   
Οπότε για να σχηματίζεται ρόμβος, αρκεί το  ΑΒΓΔ  να έχει ίσες διαγωνίους.  
Άρα δεν είναι υποχρεωτικό το  ΑΒΓΔ  να είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

308    ÈÝìá   1854 

α. Είναι  AΔ AΔMN MA AN
2 2

= + = + ΑΔ ΒΓ= =  .   

Επειδή  ΜΝ // ΒΓ=  ,  το  ΜΝΒΓ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των παράλληλων τμημάτων  ΜΓ ,  ΝΒ ,  οπότε  MK // NΛ=  ,  άρα το  ΜΝΛΚ  είναι 
παραλληλόγραμμο. 
Επομένως  ΚΛ // ΜΝ=  ,  άρα  ΚΛ // ΑΔ=  . 
Οπότε το  ΑΔΚΛ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Επειδή  ΑΜ // ΚΛ  ,  το  ΑΜΚΛ  είναι τραπέζιο.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΝ  ο(A 90 )
∧

=    η  ΑΛ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΒΝ ΜΓΑΛ ΜΚ
2 2

= = =  . 

Επομένως το  ΑΜΚΛ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

309    ÈÝìá   1830 

α. Στο τρίγωνο  ΑΚΕ ,  το  ΚΗ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
β. Στο τρίγωνο  ΑΕΓ ,  τα  Η ,  Κ  είναι τα μέσα των  ΑΕ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΗΚ // ΕΓ  . 
Επειδή  ΗΚ ΑΕ⊥  ,  είναι  ΕΓ AΕ⊥  . 
Άρα το τρίγωνο  ΑΕΓ  είναι ορθογώνιο. 

γ. Επειδή  ΔΒ ΑΕ⊥   και  ΓΕ ΑΕ⊥  ,  έχουμε  ΔΒ // ΓΕ  ,  οπότε το  ΔΒΓΕ  είναι τραπέζιο.  
Η  ΔΒ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΕ ,  οπότε  ΔΕ ΔΑ=  .   
Είναι  ΔΑ ΓΒ=  , αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο,  άρα  ΔΕ ΒΓ=  .   
Οπότε το  ΔΒΓΕ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
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310    ÈÝìá   1789 

α. Στο τρίγωνο  ΓΔΒ ,  τα  Κ ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΓΔ,  ΒΓ ,  οπότε  ΒΔΚΜ // ΚΜ // ΔN
2

= ⇔ =  . 

Άρα το  ΚΜΝΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

β. Επειδή  ΚΜ // ΑΒ  ,  το  ΑΚΜΝ  είναι τραπέζιο. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΓ  ο(A 90 )
∧

=   η  ΑΚ  είναι 

διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  ΓΔΑΚ
2

=  .   

Επειδή το  ΚΜΝΔ  είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε  ΓΔΜΝ ΚΔ
2

= =  . 

Άρα  AK MN=  ,  οπότε το  ΑΚΜΝ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

γ. Η διάμεσος του τραπεζίου  ΑΚΜΝ  είναι  ΚΜ ΑΝ ΔΝ ΑΝ ΝΒ ΑΝ ΑΒδ
2 2 2 2
+ + += = = =  . 

311    ÈÝìá   1841 

α. Στο τρίγωνο  ΑΔΖ ,  το  ΔΕ  είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

β. Στο τρίγωνο  ΑΖΓ ,  τα  Ε ,  Ο  είναι τα μέσα των  ΑΖ ,  ΑΓ ,  οπότε  ΟΕ / /ΖΓ   και  ΖΓΟΕ ΖΓ 2ΟΕ
2

= ⇔ =  . 

γ. Είναι  ΟΕ / /ΖΓ  , άρα  ΒΔ / /ΖΓ  , οπότε το  ΒΔΓΖ  είναι τραπέζιο.  
Η  ΔΒ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΖ , οπότε  ΒΑ ΒΖ=  
Είναι  ΑΒ ΓΔ=   ,  αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο ,  άρα  ΒΖ ΔΓ=  . 
Οπότε το  ΒΔΓΖ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

312    ÈÝìá   1790 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΖ ,  το  ΑΕ  είναι ύψος και διάμεσος.  
Άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές με  ΑΖ ΑΒ=  .  
Αφού το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο, είναι  ΑΒ ΔΓ=  , οπότε  ΑΖ ΔΓ= .   
Επειδή  ΖΓ // ΑΔ   και  ΑΖ ΔΓ=   το  ΑΖΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

β. Είναι:    οΔ Β 70= =  , ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου   
     οΖΑΔ Δ 70= =  

    ο ο ο οΓ 180 Β 180 70 110= − = − =  
     οΑΖΓ Γ 110= =  

Άρα οι γωνίες του τραπεζίου  ΑΖΓΔ  είναι  οΔ ZAΔ 70
∧ ∧

= =   και  οΓ Α ΖΓ 110
∧ ∧

= =  . 

γ. Στο ισοσκελές τραπέζιο  ΑΔΓΖ  είναι  ΑΓ ΔΖ=  . 

Στο τρίγωνο  ΒΖΔ  τα  Μ ,  Ε  τα μέσα των  ΒΔ ,  ΒΖ ,  οπότε  ΔΖΕΜ
2

=  . Άρα  ΑΓΕΜ
2

=  . 

313    ÈÝìá   1791 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
ΒΓΑΜ ΜΒ
2

= =  . 

Άρα το  
Δ

ΜΑΒ   είναι ισοσκελές και επειδή  ο ο ο oB 90 Γ 90 30 60
∧

= − = − =   είναι ισόπλευρο. 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΜΓ  o(E 90 )
∧

=   και  ΔΜΑ  ο(Δ 90 )
∧

=  ,  έχουν: 
 MA ΜΓ=  

 AMΔ ΓΜΕ
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα, οπότε  ME ΜΔ=  .   
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Στο ισόπλευρο τρίγωνο  ΜΑΒ, το ύψος  ΑΔ  είναι και διάμεσος, οπότε  

ΒΓ
ΜΒ ΒΓ2ΜΔ

2 2 4
= = =  . 

γ. Στο  
Δ

MΔΕ   έχουμε  ΜΔ ΜΕ=  ,  άρα  MEΔ ΜΔΕ
∧ ∧

=  .   
Η γωνία  ΑΜ Β   είναι εξωτερική στο τρίγωνο  ΜΔΕ  οπότε   
   οΑΜ Β ΜΕΔ ΜΔ Ε 60 2ΜΔ Ε= + ⇔ =  οΜΔ Ε 30⇔ =  . 

Επειδή  Γ ΓΔΕ
∧ ∧

=  o( 30 )=   και είναι εντός εναλλάξ, έχουμε  ΔΕ // ΑΓ  ,  άρα το  ΑΔΕΓ  είναι τραπέζιο.  

Αφού   ο ο οΓΕΔ 90 30 120 ΕΔΑ= + = =   το  ΑΔΕΓ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

314    ÈÝìá   1829 
α. Στο ισόπλευρο τρίγωνο  ΑΒΔ το ΒΗ  είναι διάμεσος οπότε είναι ύψος και διχοτόμος.  

Άρα  BH ΑΔ⊥   και  
ο

ο60ΗΒΔ ΗΒΑ 30
2

∧
= = =  .   

Είναι  ο ο ο ο οΗΒΕ 180 HBA ΕΒΓ 180 30 60 90
∧ ∧ ∧

= − − = − − =  . 
Οπότε  ΒΗ ΔΗ⊥   και  ΒΗ ΕΒ⊥  , άρα  ΕΒ / /ΔΗ  . 

Έχουμε  ΑΒ ΑΔΕΒ ΒΓ ΗΔ
2 2

= = = =  .   

Επειδή  EB // ΔH=   το  ΒΗΔΕ  είναι παραλληλόγραμμο και αφού επιπλέον είναι  oH 90
∧

=  ,  είναι ορθογώνιο. 

β. Είναι   οΑΔ Ζ 90=  , αφού το  ΒΗΔΕ  είναι ορθογώνιο. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΖ  το  Η  είναι το μέσο της  ΑΔ  και  HB // ΔΖ  ,  οπότε το  Β  είναι το μέσο της  ΑΖ .   
Επομένως  ΑΒ ΒΖ ΑΒ ΒΓ ΓΖ=  = +  2ΒΓ ΒΓ ΓΖ ΒΓ ΓΖ= +  =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΕΖ  o(E 90 )
∧

=   η  ΕΓ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
BZΕΓ ΕΓ ΓΖ
2

= ⇔ =  . 

Άρα το τρίγωνο  ΓΖΕ  είναι ισοσκελές. 

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΖ  το  Β  είναι το μέσο του  ΑΖ  και  ΒΕ // ΑΔ  ,  οπότε το  Ε  είναι το μέσο της  

ΑΖ.  Στο  
Δ

AΔZ   τα  Η ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΑΔ ,  ΔΖ , οπότε  HE // AZ  . 

Άρα το  ΗΕΓΑ  είναι τραπέζιο και επειδή    οΑ ΕΓΒ 60= =  ,  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

315    ÈÝìá   1853 

α. Επειδή το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, έχουμε  A B
∧ ∧

=   και  Γ Δ
∧ ∧

=  .   
Είναι  ΑΒ // ΓΔ  ,  οπότε 

οΒ Γ 180
∧ ∧

+ = ο ο2Γ Γ 180 Γ 60
∧ ∧ ∧

⇔ + = ⇔ =  .   

Άρα  oB 2Γ 120
∧ ∧

= =  ,  oA B 120
∧ ∧

= =   και  οΔ Γ 60
∧ ∧

= =  . 

β. i. Στο τρίγωνο  ΒΚΓ  είναι    ο
οΒ 120ΚΒΓ 60

2 2
= = =  ,   οΓ 60=   και   ο ο ο οΒΚΓ 180 60 60 60= − − = . 

Άρα είναι ισόπλευρο , οπότε  ΚΒ ΒΓ ΚΓ= =   . 

Έχουμε  ΓΔΒΓ 2ΒΓ ΔΓ
2

= ⇔ = ⇔ 2ΚΓ ΔΚ ΚΓ ΚΓ ΔΚ ΒΚ ΔΚ= + ⇔ = ⇔ =  .   

Επειδή  ΑΒ ΒΚ ΚΔ ΑΔ= = =   το  ΑΒΚΔ  είναι ρόμβος. 

ii. Επειδή το τρίγωνο  ΒΚΓ  είναι ισόπλευρο και το  ΚΜ  είναι ύψος, θα είναι και διάμεσος, οπότε το  Μ  είναι το 
μέσο του  ΒΓ . 
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316    ÈÝìá   1867 

α. Επειδή το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο, έχουμε  ΑΔ ΒΓ=  . 

 Στο τρίγωνο  ΔΒΓ  τα  Μ ,  Ε  είναι τα μέσα των  ΔΓ ,  ΔΒ ,  οπότε  ΒΓME
2

=  . 

 Στο τρίγωνο  ΓΔΑ ,  τα  Μ ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΓΔ ,  ΓΑ  οπότε  ΑΔMZ
2

=  

Άρα  ΜΕ ΜΖ=  . 

β. Στο τρίγωνο  ΓΔΑ ,  τα  Μ ,  Ζ  είναι τα μέσα των  ΓΔ ,  ΓΑ , οπότε ΜΖ // ΑΔ   και επειδή  ΑΔ ΑΓ⊥   είναι και  
ΜΖ ΑΓ⊥  . 

γ. Τα τρίγωνα  ΜΔΕ  και  ΜΖΓ  έχουν:  ΜΔ ΜΓ=   
        ME MZ=    
        ΔΕ ΖΓ=   ως μισά ίσων τμημάτων 
Άρα είναι ίσα (ΠΠΠ). 

δ. Επειδή τα τρίγωνα  ΜΔΕ  και  ΜΓΖ  είναι ίσα έχουμε   ΕΔΜ ΜΓΖ=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΟΔΓ  είναι ισοσκελές με  ΟΔ ΟΓ=  . 

Οπότε  ΟΕ ΟΔ ΔΕ ΟΓ ΓΖ ΟΖ= − = − =  . 

Επειδή  ΟΕ ΟΖ=   και ΜΕ ΜΖ=  , η  ΟΜ  είναι η μεσοκάθετος του  ΕΖ . 

317    ÈÝìá   1893 

α.  i.  Επειδή το  Ο  είναι το κέντρο του ορθογωνίου, έχουμε  ΟΑ ΟΔ=  . 

Αφού επιπλέον  οAOΔ 60
∧

=  ,  το τρίγωνο  ΑΟΔ  είναι ισόπλευρο.  
Επειδή το  ΔΜ  είναι ύψος του ισόπλευρου τριγώνου ΟΑΔ ,  θα είναι και διάμεσος. 
Άρα το  Μ  είναι το μέσο του  ΟΑ. 

ii. Είναι  1 1 1 1ΑΜ ΟΑ ΑΓ ΑΓ
2 2 2 4

= = ⋅ =  . 

β. Στο τρίγωνο  ΟΓΒ  είναι  ΟΒ ΟΓ=   και   οΒΟΓ 60=  , οπότε είναι ισόπλευρο. 
Επειδή το  ΓΝ  είναι ύψος του, θα είναι και διάμεσος, οπότε το  Ν  είναι το μέσο του  ΟΒ.   
Στο τρίγωνο  ΟΑΒ ,  τα  Μ ,  Ν  είναι τα μέσα των  ΟΑ ,  ΟΒ ,  οπότε  ΜΝ // ΑΒ  .   
Επειδή  ΑΒ / /ΓΔ   έχουμε  ΜΝ / /ΓΔ  , άρα το τετράπλευρο  ΜΝΓΔ  είναι τραπέζιο.  

Είναι:  ΟΑ ΟΒΟΜ ΟΝ
2 2

= = =  

   ΟΓ ΟΔ=  

Οπότε  ΟΜ ΟΓ ΟΝ ΟΔ+ = + ⇔ ΜΓ ΝΔ=  . 

Άρα το  ΜΝΓΔ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

318    ÈÝìá   1722 
α. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΕΒΔ  έχουν:  ΒΔ  κοινή  

    1 2B B
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΒΑ ΒΕ= .  
Επομένως το τρίγωνο  ΑΒΕ  είναι ισοσκελές. 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΒΕΖ  έχουν:  ΑΒ ΒΕ=    

        B
∧

  κοινή 
Άρα είναι ίσα. 
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γ. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΕΒΔ  είναι ίσα, έχουμε  ΔΑ ΔΕ=   και  ΒΑ ΒΕ=  . 
Οπότε η  ΒΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΑΕ .   

Επειδή τα  
Δ

ΑΒΓ   και  
Δ

ΒΕΖ   είναι ίσα,  έχουμε  ΒΓ ΒΖ=   και  ΑΓ ΖΕ=  . 

Οπότε ΔΓ ΑΓ ΑΔ ΖΕ ΔΕ ΔΖ= − = − =  . 
Αφού  ΒΓ ΒΖ=   και  ΔΓ ΔΖ=  ,  η  ΒΔ  είναι η μεσοκάθετος του  ΖΓ . 

δ. Επειδή  ΑΕ ΒΔ⊥   και  ΓΖ ΒΔ⊥   είναι  ΑΕ // ΓΖ  . 
Επομένως το  ΑΕΓΖ  είναι τραπέζιο. Αφού επιπλέον  ΑΓ ΖΕ=  ,  το  ΑΕΓΖ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

319    ÈÝìá   1845 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι     ο ο ο οΒΑΔ Β 90 ΒΑΔ 60 90 ΒΑΔ 30+ = ⇔ + = ⇔ =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΕΗ  είναι    ο ο οΕΗΑ ΕΑΗ 90 ΕΗΑ 30 90+ = ⇔ + =  οΕΗΑ 60⇔ =  . 

Άρα    ο
οΕΗΑ 60ΕΗ Ζ 30

2 2
= = = . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΖΗΕ  o(E 90 )
∧

=  ,  έχουμε  oEHZ 30
∧

=  ,  άρα  ZHEZ ZH 2EZ
2

= ⇔ =  . 

β. Είναι  EΗΘ
∧

=   ο ο οΑΗΘ ΕΗΑ 90 60 30− = − =  , άρα  ΕΗΘ ΕΗ Ζ=  . 
Οπότε στο τρίγωνο  ΘΖΗ  το  ΗΕ  είναι ύψος και διχοτόμος. 

Άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές και αφού επιπλέον είναι  οΖΗΘ 60
∧

=  ,  είναι ισόπλευρο. 

γ. Επειδή  ΘΗ ΑΔ⊥   και  ΒΓ ΑΔ⊥  ,  έχουμε  ΘΗ // ΒΚ  ,  οπότε το  ΘΗΚΒ  είναι τραπέζιο.  
Είναι    οΚ ΘΗ Ζ 60= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

Αφού το  ΘΗΚΒ  είναι τραπέζιο και ισχύει  οB K 60
∧ ∧

= =  ,  το  ΘΗΚΒ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

320    ÈÝìá   1755 

α. Επειδή  ΑΒ ΑΔ=  ,  είναι  ΑΒΔ ΑΔΒ
∧ ∧

=  . 

Αφού  ΑΒ // ΓΔ  ,  έχουμε  ABΔ ΒΔΓ
∧ ∧

=  ,  ως εντός εναλλάξ. 

Άρα  ΑΔΒ ΒΔΓ
∧ ∧

= , επομένως η  ΔΒ  είναι η διχοτόμος της  Δ
∧

. 
β. Από το  Β  φέρουμε  παράλληλη στην  ΑΔ  που  τέμνει  την  ΓΔ  στο  Ε. 
Το τετράπλευρο  ΑΒΕΔ  έχει τις απέναντι πλευρές παράλληλες και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες  (ΑΒ ΑΔ)=  ,  

οπότε είναι ρόμβος. 
γ. Επειδή το  ΑΒΕΔ  είναι ρόμβος, οι διαγώνιοί του ΑΕ  και  ΒΔ  διχοτομούν τις γωνίες του και τέμνονται κάθετα.  
Είναι: 

 οΒΟΕ 90
∧

=   
   οΑΒΓ ΒΑΔ 120= =  

   ο ο οΑΒΓ Γ 180 120 Γ 180+ = ⇔ + = ⇔ οΓ 60
∧

=   

 ΟΒΓ ΑΒΓ ΑΒΟ
∧ ∧ ∧

= − ο ο ο120 30 90= − =    

 ο ο ο ο ο ο ο οOEΓ 360 (ΒΟΕ Γ ΟΒΓ) 360 (90 60 90 ) 360 240 120
∧ ∧ ∧ ∧

= − + + = − + + = − =  

321    ÈÝìá   1863 

α. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ ,  η  ΑΓ  είναι διάμεσος και    BΔΑΓ ΒΓ
2

= =  ,  οπότε  οΒΑΔ 90
∧

=  .   

Είναι  οΒ 60
∧

=  ,  οπότε  ο ο ο οΔ 90 Β 90 60 30
∧ ∧

= − = − =  . 
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β. i. Στο τρίγωνο  ΑΒΔ ,  τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των  ΑΒ,  ΑΔ ,  οπότε   
 ΚΛ // ΒΔ  ,  άρα το  ΚΛΓΜ  είναι τραπέζιο  

 ΒΔ 2ΒΓΚΛ ΒΓ 2ΜΓ
2 2

= = = =  .   

Στα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΑΒΔ  τα  Κ ,  Μ  και  Γ ,  Λ  είναι τα μέσα των πλευρών τους, οπότε  ΑΓΚΜ
2

=   και  

ΑΒΓΛ
2

= .   

Αφού  ΑΒ ΑΓ=   έχουμε  ΚΜ ΓΛ=  . 
Άρα το τραπέζιο  ΚΛΓΜ  είναι ισοσκελές. 

ii. Είναι:    οΑΚ Λ Β 60= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

    ΛΚΜ ΚΜΒ=  , ως εντός εναλλάξ 
     οΚΜΒ ΑΓΒ 60= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη 

Οπότε   οΛΚΜ 60 ΑΚΛ= =  . 

Τα τρίγωνα  ΚΛΜ  και  ΑΚΛ  έχουν:  ΚΛ κοινή 

   ΑΚ ΚΜ=  , αφού  ΑΒ ΑΓΑΚ ΚΜ
2 2

= = =  

    ΛΚΜ ΑΚΛ=  
Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ) , οπότε    οΚΜΛ Α 90= =  . 

Επομένως το τρίγωνο  ΚΛΜ  είναι ορθογώνιο. 

2ος τρόπος 
Έστω  Ρ  το σημείο τομής των  ΚΛ ,  ΑΓ .   
Αφού το  Λ  είναι το μέσο του  ΑΔ  και  ΡΛ // ΓΔ  ,  το  Ρ  είναι το μέσο του  ΑΓ .   

Είναι  ΑΒ ΚΛΡΜ ΑΚ
2 2

= = =  .   

Επειδή επιπλέον η  ΡΜ  είναι διάμεσος στο τρίγωνο  ΚΜΛ  έχουμε  οΚΜΛ 90
∧

=  ,  άρα το τρίγωνο  ΚΜΛ  είναι 
ορθογώνιο. 

322    ÈÝìá   1884 
α. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  η διάμεσος  ΑΔ  είναι ύψος και διχοτόμος. 
Επειδή το  Κ  ανήκει στη μεσοκάθετο  ΑΔ του  ΒΓ  έχουμε  ΚΒ ΚΓ=  . 
Οπότε το τρίγωνο  ΚΒΓ  είναι ισοσκελές. 
Επειδή  Το  Κ  ανήκει στην  ΑΔ  διχοτόμο της γωνίας Α   έχουμε  KZ KE=  ,  οπότε το τρίγωνο  
ΖΚΕ  είναι ισοσκελές. 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΖΑΚ  και  ΕΑΚ  έχουν:  ΑΚ  κοινή 

        1 2A A
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΑΖ ΑΕ=  .   
Επομένως το τρίγωνο  ΑΖΕ  είναι ισοσκελές, με   ΑΖΕ ΑΕΖ=  

Είναι     οΑΖΕ ΑΕ Ζ Α 180+ + =  ο2ΑΖΕ 180 Α⇔ = − ⇔ o AAZE 90
2

∧
∧

= − .   

Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές, με   Β Γ=   και έχουμε   

   ο οΑ Β Γ 180 2Β 180 Α+ + = ⇔ = − ⇔ o AB 90
2

∧
∧

= −  .   
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Άρα  B AZE
∧ ∧

=  , οι οποίες είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη,  οπότε  ΖΕ // ΒΓ  . 

Επομένως το  ΖΕΓΒ  είναι τραπέζιο και επειδή  B Γ
∧ ∧

=   είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

γ. Η απάντηση είναι ελλιπής διότι ο μαθητής έλαβε υπόψη του γωνίες που δεν είναι προσκείμενες σε κάθε 
πλευρά. Έπρεπε να αναφέρει ότι αφού τα δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες, θα έχουν και τις τρίτες τους γωνίες 
ίσες, δηλαδή  ΑΚΒ ΑΚΓ=  .  
Οπότε τα τρίγωνα είναι ίσα με το κριτήριο ΓΠΓ. 

323    ÈÝìá   1718 

α. i.  Είναι  ΑΑ ε′ ⊥   και  ΓΓ ε′ ⊥  , οπότε  ΑΑ / /Γ Γ′ ′  .  Άρα το  ΑΑ Γ Γ′ ′   είναι τραπέζιο. 

Είναι  ΑΑ // ΟΟ // ΓΓ′ ′ ′   και  ΟΑ ΟΓ=  ,  οπότε  Ο Α Ο Γ′ ′ ′ ′=  . 

Άρα η OO′  είναι διάμεσος του τραπεζίου  AA Γ Γ′ ′ .   

Οπότε  AA ΓΓ 3 5OO 4
2 2

′ ′+ +′ = = =  . 

ii. Είναι  ΒΒ ε′ ⊥   και  ΔΔ ε′ ⊥  , οπότε  ΒΒ ΔΔ′ ′⊥  .   
Άρα το  ΒΒ Δ Δ′ ′   είναι τραπέζιο. 

Βρίσκουμε ότι η  OO′   είναι διάμεσος και του τραπεζίου  BB Δ Δ′ ′  .   

Οπότε  BB ΔΔ 2 ΔΔOO 4 ΔΔ 6
2 2

′ ′ ′+ +′ ′= ⇔ = ⇔ =  . 

β. Η ευθεία  ε  είναι παράλληλη στις ΑΒ, ΓΔ και διέρχεται από το κέντρο Ο. 

Επομένως η ευθεία  ε  είναι μεσοπαράλληλος των  ΑΒ  και  ΓΔ . 

Τα σημεία Α , Β , Γ  και Δ  των  ΑΒ , ΓΔ  ισαπέχουν από τη  

μεσοπαράλληλό τους, οπότε  AA BB ΓΓ ΔΔ′ ′ ′ ′= = =  . 

324    ÈÝìá   1770 

α. Η  ΑΓ  είναι μεσοκάθετος του  ΔΕ ,  οπότε  ΒΔOE OΔ ΟΕ
2

= ⇔ =  . 

β. Στο  
Δ

ΔΒΕ   η  ΕΟ  είναι διάμεσος και ίση με  ΒΔ
2

 ,  οπότε το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο με  οΔΕΒ 90
∧

=  . 
γ. Είναι  BE ΔΕ⊥   και  ΑΓ ΔΕ⊥  ,  οπότε  ΒΕ // ΑΓ .  Επειδή η  ΑΓ  είναι 
μεσοκάθετος του  ΔΕ ,  έχουμε  ΑΕ ΑΔ ΑΕ ΒΓ= ⇔ =  .   
Οπότε το  ΑΕΒΓ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

325    ÈÝìá   1736 

α. Επειδή  ΑΒ // ΓΔ   είναι  οABE Γ 30
∧ ∧

= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΑΒ  είναι  oB 30
∧

=  ,  οπότε  ΑΒΑΕ ΑΒ 2ΑΕ
2

=  =  . 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΔΓ  είναι  οΓ 30
∧

=  ,  οπότε  ΓΔΕΔ ΓΔ 2ΕΔ
2

= ⇔ =  .   

Τα  Κ ,  Λ  είναι μέσα των διαγώνιων του τραπεζίου  ΑΒΓΔ ,  οπότε   
ΓΔ ΑΒΚΛ

2
−= 2ΕΔ 2ΑΕ 2(ΕΔ ΑΕ )ΚΛ ΚΛ

2 2
− −⇔ = ⇔ = ⇔ KΛ ΕΔ ΑΕ ΚΛ ΑΔ= − ⇔ =  . 

γ. Είναι  ΚΛ // ΑΒ  ,  οπότε για να είναι το  ΑΒΛΚ  παραλληλόγραμμο αρκεί  ΚΛ ΑΒ=  . 
Είναι  ΚΛ ΑΔ=  , οπότε αρκεί  ΑΔ ΑΒ=  , δηλαδή το τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι ισοσκελές. 
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326    ÈÝìá   1876 
α. Επειδή τα τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΒΑΔ,  είναι ίσα, θα έχουν τις γωνίες της κορυφής ίσες, οπότε έχουμε   A B=  . 
Άρα το τρίγωνο  ΕΑΒ  είναι ισοσκελές με  EA EB=  . 
Επειδή  ΑΓ ΒΔ=  ,  έχουμε  ΕΔ ΕΓ=  ,  ως διαφορές ίσων τμημάτων. 

β. Τα τρίγωνα  ΕΓΔ  και  ΕΑΒ  είναι ορθογώνια και ισοσκελή, οπότε:     οΕΔ Γ ΕΓΔ 45= =   

              οΕΑΒ ΕΒΑ 45= =  

Επομένως   ΕΔΓ ΔΒΑ=   , οι οποίες είναι εντός εναλλάξ,  άρα  ΔΓ // ΑΒ  . 

γ.   Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΕΑΔ  και  ΕΒΓ  οι  ΕΚ ,  ΕΛ  είναι διάμεσοι προς την υποτείνουσα, επομένως  
AΔEK
2

=   και  ΒΓEΛ
2

=  . 

Οπότε  EK EΛ=  ,  άρα το τρίγωνο  ΕΚΛ  είναι ισοσκελές. 

 Είναι  ΔΓ // ΑΒ   οπότε το  ΔΓΒΑ  είναι τραπέζιο και επειδή η  ΚΛ  είναι διάμεσος, έχουμε  ΚΛ // ΑΒ  . 

327    ÈÝìá   1856 

α. Στο  τρίγωνο  ΕΒΖ  η  ΕΓ  είναι διάμεσος και  BΖΕΓ ΓΒ
2

= = , οπότε  

 oBEZ 90= . 

β. Επειδή  AE // ΓΔ  ,  το  ΑΕΓΔ  είναι τραπέζιο.  
Έχουμε  ΓΕ ΓΒ=   και  ΓΒ ΑΔ=  ,  οπότε  ΓΕ ΑΔ=  ,  άρα το  ΑΕΓΔ  είναι 
ισοσκελές τραπέζιο. 

γ. Είναι  ΒΓ // ΑΔ=  ,  οπότε  ΓΖ // ΑΔ=  ,  άρα το  ΑΓΖΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

328    ÈÝìá   1786 
α. Είναι  ΜΒ / /ΓΝ   και  ΜΒ ΓΝ=  , ως μισά ίσων τμημάτων. 

Επειδή  ΜΒ // ΓΝ=  ,  το  ΜΒΓΝ  είναι παραλληλόγραμμο.   

Είναι  ΑΒ 2ΒΓΜΒ ΒΓ
2 2

= = =  .  Άρα το  ΜΒΓΝ  είναι ρόμβος. 

β. Επειδή το  ΜΒΓΝ  είναι ρόμβος έχουμε  ΜΝ // ΒΓ  ,  οπότε το  ΜΕΓΝ  είναι 
τραπέζιο. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΑΒ ,  το  ΕΜ  είναι διάμεσος προς την 

υποτείνουσα, οπότε  ABEM MB ΝΓ
2

= = =  .   

Οπότε το  ΜΕΓΝ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

γ. Επειδή  ME MN=   έχουμε   MEN MNE=  .  Αφού  MN // EΓ  ,  έχουμε   MNE NEΓ=  ,  ως εντός εναλλάξ. 
Άρα   MEN NEΓ=  ,  οπότε η  ΕΝ  είναι διχοτόμος της  MEΓ  . 

329    ÈÝìá   1732 
α.   Επειδή η  ΒΓ  είναι μεσοκάθετος του  ΑΔ  έχουμε  AB ΒΔ=  . 
   Αφού  MB ΜΓ=   και  MA ME=   το  ΑΒΕΓ  είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  ΓΕ ΑΒ=  .   
Άρα  AB ΒΔ ΓΕ= =  . 

β. Είναι   AΒΓ ΒΓΕ=  ,  ως εντός εναλλάξ. Το τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι ισοσκελές, άρα το ύψος  ΒΗ  είναι και 
διχοτόμος, οπότε   AΒΓ ΔΒΓ=  .   

Επομένως   ΓΒΔ ΒΓΕ=  . 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΔΕ  τα  Η  και  Μ  είναι μέσα των πλευρών του, οπότε  ΗΜ // ΔΕ  . 
Επομένως   ΒΓ / /ΔΕ  , άρα το  ΒΓΕΔ  είναι τραπέζιο. Αφού επιπλέον έχουμε   ΓΒΔ ΒΓΕ=   το  ΒΓΕΔ  είναι 
ισοσκελές τραπέζιο. 
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330   ÈÝìá   1581 

α. Η επίκεντρη γωνία x και η εγγεγραμμένη γωνία  Α   βαίνουν στο ίδιο τόξο, οπότε  o ox 2A 2 44 88
∧

= = ⋅ =  . 

β. Επειδή  οΒOΔ 88
∧

=  ,  είναι   οΒΓΔ 88=  , άρα   ο ο οΒΑΔ 360 88 272= − = .  Οπότε  
o

o272y 136
2

= =  . 

331   ÈÝìá   1663 

Επειδή  ΒΑΔ ΓΑΔ
∧ ∧

=  ,  είναι   ΒΔ ΔΓ=  ,  οπότε  ΒΔ ΓΔ=  .   

Είναι  οAΒΔ AΓΔ 90
∧ ∧

= =  ,  διότι είναι εγγεγραμμένες και βαίνουν σε ημικύκλια. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΔΓ  έχουν:  ΒΔ ΔΓ=  
     ΑΔ  κοινή 
Άρα είναι ίσα. 

332   ÈÝìá   1580 
α. Η εγγεγραμμένη γωνία  ΒΓΔ   και η επίκεντρη  ΒΟΔ   βαίνουν στο ίδιο τόξο, οπότε  

ο
οΒΟΔ 120ΒΓΔ 60

2 2

∧
∧

= = =  . 

β. Στο τρίγωνο  BΜΓ  η  ΒΓΔ
∧

  είναι εξωτερική, οπότε  ο ο οΒΓΔ ΓΒΜ ω 60 15 ω ω 45
∧ ∧

= + ⇔ = + ⇔ =  .  

333   ÈÝìá   1673 

α. Επειδή  OA KA OK ρ= = =  ,  το τρίγωνο  ΟΑΚ  είναι ισόπλευρο. 

β. Είναι:  oΒΑ Κ 90
∧

=   , ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο. 
    οΚ 60=  , αφού το τρίγωνο  ΟΑΚ  είναι ισόπλευρο 

      ο ο ο οΒΑΚ Κ Β 180 90 60 Β 180+ + = ⇔ + + = ⇔ οΒ 30
∧

=   

334   ÈÝìá   1696 

α. Είναι  ΒΑ ΚΓ ΚΑ ΚΒ ρ= = = =  ,  άρα το  τρίγωνο  ΒΚΑ είναι ισόπλευρο. 

β. Είναι:   οΒΚΑ 60=  , αφού το  
Δ

ΒΚ Α   είναι ισόπλευρο 

     οΒΚΑΒΔΑ 30
2

∧
∧

= =  

γ. Είναι:  οΒAΓ 90
∧

=   , ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο 

   οABΓ 60
∧

=   , αφού το  
Δ

ΒΚ Α   είναι ισόπλευρο 

      οΒΓA ΒΔΑ 30
∧

= = . 

335   ÈÝìá   1561 

α. Είναι:  
 ο

οΒΔΓ 160ΒΑΓ 80
2 2

∧
= = =    

   οΓ φ 30
∧ ∧

= =  , ως γωνία χορδής και εφαπτομένης 

     ο o o o oB 180 ΒΑΓ Γ 180 80 30 70
∧

= − − = − − =  . 

β. Είναι  οΒ 70
∧

=  ,  οπότε  
 ο οAΕΓ 70 AΕΓ 140

2
= ⇔ = . 
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336   ÈÝìá   1665 
α. Η εφαπτόμενη  ΒΓ  είναι κάθετη στην ακτίνα  ΟΒ  στο σημείο επαφής, άρα   οΓΒΟ 90=  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΓΟ  o(B 90 )
∧

=  ,  έχουμε  οΓ 30
∧

=  ,  οπότε  OΓ ΟΓOB ΟΑ ΟΓ 2ΟΑ
2 2

=  =  = . 

β. Είναι   οΒΔΑ 90=  , ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΓΟ  είναι    ο ο οΒΟΓ Γ 90 ΒΟΓ 30 90+ = ⇔ + =  οΒΟΓ 60⇔ =  . 

Είναι  OB ΟΔ=   και  οΒΟΔ 60
∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΟΒΔ  είναι ισόπλευρο, άρα  ΒΔ ΟΒ=   . 

Έχουμε  οBOΔΑ 30
2

∧
∧

= =   , ως εγγεγραμμένη γωνία και επίκεντρη που βαίνουν στο ίδιο τόξο. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΒΓΟ  και  ΒΔΑ   έχουν:  OB ΒΔ=    

        Γ Α
∧ ∧

=   
Άρα είναι ίσα, οπότε  ΒΓ ΑΔ=  . 

337   ÈÝìá   1626 

α. Είναι:  ΟΓ ΓΔ⊥  ,  άρα   οΟΓΔ 90
∧

=    

   οΓΟΔ 2Α 60
∧ ∧

= = ,   ως εγγεγραμμένη γωνία και επίκεντρη που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

      ο ο ο οΟΓΔ ΓΟΔ Δ 180 90 60 Δ 180+ + = ⇔ + + = ⇔ οΔ 30
∧

=  

β. Επειδή  Α Δ
∧ ∧

=   είναι  ΓΑ ΓΔ=  .   

Είναι  οΒΓΔ Α 30
∧ ∧

= =   , ως γωνία χορδής και εφαπτομένης 
Οπότε    οΒΓΔ Δ 30= =  , άρα το τρίγωνο  ΒΓΔ  είναι ισοσκελές. 

338   ÈÝìá   1672 
α. Είναι: 

 οΒΑΓ 90
∧

=   , ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο 

 oΒ ΓΑx 45
∧ ∧

= =  , ως γωνία χορδής και εφαπτομένης 
   ο ο ο ο οΓ 180 Β ΒΑΓ 180 45 90 45= − − = − − =  

β. Έχουμε  ΒΓ // ΔΕ  ,  οπότε το  ΒΓΕΔ  είναι τραπέζιο. Επειδή επιπλέον είναι  Β Γ
∧ ∧

=  o( 45 )=  ,  το  ΒΓΕΔ  είναι 
ισοσκελές τραπέζιο. 

339   ÈÝìá   1530 

α. Η  xAΔ
∧

  σχηματίζεται από τη χορδή  ΑΔ  και την εφαπτομένη  Αx ,  οπότε  οxAΔ ABΔ 40
∧ ∧

= =  .   
Είναι:     ο ο οΔΑ Γ ΓΑΧ ΧΑΔ 85 40 45= − = − =  

     ο
1Β ΔΑΓ 45= =  ,  ως εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

β. Είναι   ο ο οΑΒΓ 40 45 85= + =  

Στο εγγεγραμμένο τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  έχουμε   
  οφ ΑΒΓ 180+ = ⇔ ο ο ο οφ 180 ABΓ φ 180 85 φ 95

∧
= − ⇔ = − ⇔ =  . 

 
 
 
 
 



94 Τράπεζα Θεμάτων Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου

340   ÈÝìá   1703 

α. Είναι    ο o ο οΒΔ ΔΓ 180 2x x 180 3x 180 x 60+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = . 

β. Επειδή   ο οΒΔ 2 60 120= ⋅ =  ,  έχουμε   οBOΔ 120= . 

γ. Είναι    ο
οBΟΔ 120BAΔ 60

2 2
= = =  . 

341   ÈÝìá   1695 

α. Είναι:       οx ABΓ 30= =  ,  ως εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο  AΓ  . 
 o oy 2x 2 30 60= = ⋅ =  ,  αφού η  y  είναι επίκεντρη  και  η  x  εγγεγραμμένη που βαίνουν στο ίδιο τόξο  AΓ . 

  οω ABΓ 30= =  ,  αφού η  ω  σχηματίζεται από τη χορδή  ΑΓ  και την εφαπτομένη  ε  στο  Γ  που στο αντίστοιχο 
τόξο βαίνει η εγγεγραμμένη  ABΓ  . 

β. Επειδή OA ΟΓ ρ= =  και οAOΓ 60
∧

= , το 
Δ

ΟΑΓ  είναι ισόπλευρο. 

342   ÈÝìá   1769 

α. Οι  ΔΑΓ
∧

 ,  ΔΒΓ
∧

  είναι ίσες ως εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο  ΔΓ  . 

β. Είναι    οΑΔ Β ΑΓΒ 90= =  , ως εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ημικύκλιο. 

Τα ΑΔΕΖ  και  ΕΖΒΓ  είναι εγγράψιμα διότι:  ο ο οΔ Ζ 90 90 180
∧ ∧

+ = + =    

        ο ο οΓ Ζ 90 90 180
∧ ∧

+ = + =  

γ. Είναι:   ΔΖΕ ΔΑΕ= ,  αφού το  ΑΔΕΖ  είναι εγγράψιμο 

     ΕZΓ ΕΒΓ
∧ ∧

=  ,  αφού το  ΕΖΒΓ  είναι εγγράψιμο 
      ΔΑΕ ΕΒΓ=  ,  από το  α.  ερώτημα 

Άρα   ΔΖΕ ΕΖΓ= , οπότε η  ΕΖ  είναι η διχοτόμος της  ΔΖΓ . 

343   ÈÝìá   1712 
α. i. Το  Γ  είναι μέσο του  ΑΒ  , άρα   AΓ ΓΒ=  ,  οπότε  ΑΓ ΒΓ=  .  Αφού το  ΑΓΒΔ  είναι εγγεγραμμένο, έχουμε  
 ΓΑΔ ΓΒΕ=  .   

Τα τρίγωνα  ΑΔΓ  και  ΒΕΓ  έχουν:  ΑΓ ΓΒ=   
   ΑΔ ΒΕ=    

   ΓΑΔ ΓΒΕ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ). 

ii. Είναι  
α.i.

ΔΓΕ ΔΓΒ BΓΕ ΔΓΒ ΑΓΔ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = + οΑΓΒ 90
∧

= =  , αφού η  ΑΓ Β   είναι εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει 

σε ημικύκλιο. Οπότε  ΓΔ ΓΕ⊥  . 

β. Αν  ΓΔ  διάμετρος, τότε  ΟΓ ΓΕ⊥  ,  οπότε η  ΓΕ  είναι εφαπτομένη του κύκλου. 
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344    ÈÝìá   1739 

α. Είναι:    οΑΒ ΑΓ 120= =  

      ο ο ο οΒΓ 360 120 120 120= − − =   

Οπότε    AB BΓ ΓΑ= =  ,  άρα  ΑΒ ΒΓ ΓΑ= =   
Επομένως το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 

β. Είναι   ΑΔ AΕ=
ο

ο120 60
2

= =  , οπότε  ΑΔ ΑΕ=  .   

Είναι  


οΒΔΔΑΒ 30
2

∧
= =   και  


οAΕΑΔΕ 30

2

∧
= =  .   

Όμοια  οΕΑΗ ΑΕΗ 30
∧ ∧

= =  ,  οπότε  ο ο ο ο οΑΖΔ ΑΗΕ 180 2 30 180 60 120
∧ ∧

= = − ⋅ = − =  .   
Τα τρίγωνα  ΑΖΔ  και  ΑΗΕ  έχουν:  ΑΔ ΑΕ=   

        ΔΑΖ ΗΑΕ
∧ ∧

=    

        ΑΔΖ ΑΕΗ
∧ ∧

=   
Οπότε είναι ίσα (ΓΠΓ). 

γ. Στο τρίγωνο  ΑΖΗ ,  είναι:   
 ο

οΒΓ 120Α 60
2 2

= = =  

     ο ο ο οΖ 180 ΑΖΔ 180 120 60= − = − =  

     ο ο ο οΗ 180 ΑΗ Ε 180 120 60= − = − =  

         oΑ Z H 60
∧ ∧ ∧

= = =  

Οπότε  είναι ισόπλευρο, άρα  ΑΖ ΖΗ ΑΗ= =  . 
Αφού  ΔΖ ΑΖ=  , ΗΕ ΑΗ=   έχουμε  ΔΖ ΖΗ ΗΕ= =  . 
Οπότε η  ΔΕ  τριχοτομείται από τις  ΑΒ  και  ΑΓ. 

345    ÈÝìá   1720 

α. Είναι:  ΖΒ ΖΓ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΖΒΓ  είναι ισοσκελές.  

    
οΖΒΓ ΒΑΓ 60

∧ ∧
= =  ως γωνία χορδής  και εφαπτομένης.   

Επομένως το τρίγωνο  ΖΒΓ  είναι  ισόπλευρο. 

β. Είναι  ΑΒ ΑΓ ΒΓ= =   και  ΖΒ ΖΓ ΒΓ= =  .  Οπότε  ΑΒ ΑΓ ΖΒ ΖΓ= = =  ,  άρα το  ΑΓΖΒ  είναι ρόμβος. 

γ. Επειδή το  ΑΓΖΒ  είναι ρόμβος, έχουμε  ΒΓ ΑΖ⊥   και αφού έχουμε  ΘΗ ΑΖ⊥  ,  είναι  ΒΓ // ΘΗ  . 
Άρα το  ΒΓΗΘ  είναι τραπέζιο. 

Είναι  οΘ Β 60
∧ ∧

= =   και    οΗ Γ 60= =  , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη. 
Οπότε   Θ Η=  , άρα το  ΒΓΗΘ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

346    ÈÝìá   1717 

α. Επειδή η γωνία  ABΓ
∧

  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο  (Κ, ρ)  και βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή.  

Άρα  οABΓ 90
∧

= . 

β. Η γωνία  ΑΒΔ
∧

  είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο  (Λ, R)  και βαίνει σε ημικύκλιο, οπότε  οΑΒΔ 90
∧

= .   

Είναι  ο ο οΓΒΔ ΑΒΓ ΑΒΔ 90 90 180
∧ ∧ ∧

= + = + =  .  Άρα τα  Γ ,  Β ,  Δ  είναι συνευθειακά. 

γ. Τα  Κ , Λ  είναι τα μέσα των πλευρών  ΑΓ , ΑΔ  στο τρίγωνο  ΑΓΔ  οπότε  ΚΛ // ΓΔ  .   
Άρα το  ΚΛΔΓ  είναι τραπέζιο. 
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347    ÈÝìá   1848 

α. Έχουμε  ΑΔ ΒΓ=  ,  οπότε   AΔ BΓ= . Άρα  AΓΔ ΓΑΒ
∧ ∧

=   οι οποίες είναι εντός εναλλάξ, οπότε  ΑΒ // ΔΓ . 

β. Επειδή   AΔΓ ABΓ=   και   AΔ ΒΓ=  ,  έχουμε   ΔΓ AB=  ,  οπότε  ΑΔ // ΒΓ  .   

Είναι  ΑΒ // ΔΓ   και  ΑΔ // ΒΓ  ,  οπότε το  ΑΒΓΔ  είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή  oΒ 90
∧

=  ,  ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο, έχουμε ότι το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο. 

γ. Επειδή το  ΑΒΓΔ  είναι ορθογώνιο, έχουμε  οΔΑΒ 90
∧

=  ,  οπότε   οΔΓΒ 180=  . 
Άρα η  ΒΔ  είναι διάμετρος του  κύκλου. 

δ. Επειδή τα  Κ ,  Λ  είναι τα μέσα των χορδών  ΓΔ ,  ΓΒ ,  έχουμε ότι  ΟΚ ΓΔ⊥   και  ΟΛ ΒΓ⊥  .   

Το  ΟΛΓΚ  έχει τρεις ορθές γωνίες  οK Λ Γ 90
∧ ∧ ∧

= = =   , οπότε είναι ορθογώνιο. 

348    ÈÝìá   1897 

α. Επειδή η γωνία  ΔΒΓ   είναι εγγεγραμμένη και  οΔΒΓ 90
∧

=  ,  η  ΔΓ  είναι διάμετρος. 

Οπότε και  οΔΑΓ 90
∧

=  ,  άρα  ΔΑ ΑΓ⊥  . 

β. Είναι:  ΑΗ ΒΓ⊥   και  ΔΒ ΒΓ⊥  , άρα  ΑΗ // ΔΒ 
   ΒΗ ΑΓ⊥   και  ΑΔ ΑΓ⊥  , άρα  BH // ΑΔ  

Οπότε το  ΑΔΒΗ  είναι παραλληλόγραμμο. 

γ. Στο τρίγωνο  ΒΓΔ  τα  Ο ,  Μ  είναι τα μέσα των  ΓΔ  και  ΒΓ ,  οπότε  ΒΔ ΑΗOM
2 2

= =  , αφού το  ΑΔΒΗ  

είναι παραλληλόγραμμο. 

349    ÈÝìá   1772 
α. Είναι  OE ZH⊥   , αφού η ακτίνα είναι κάθετη στην εφαπτομένη στο σημείο επαφής. 
Επειδή το  Ε  είναι το μέσο του  ΒΓ  ,  έχουμε   ΕΒ ΕΓ=  , οπότε ΕΒ ΕΓ=  . 
Αφού επιπλέον  ΟΒ ΟΓ ρ= =  , το  ΟΕ  είναι μεσοκάθετος του  ΒΓ . 
Άρα  OE ΒΓ⊥  ,  επομένως  ΒΓ // ΖΗ  . 
β. Είναι   ΕΒ ΕΓ=  , άρα  ΒΟΕ ΓΟΕ=  . 
Στο τρίγωνο  ΟΖΗ ,  το  ΟΕ  είναι ύψος και διχοτόμος. 
Οπότε το τρίγωνο  ΟΖΗ  είναι ισοσκελές με κορυφή το  Ο ,  άρα  ΟΖ ΟΗ=  . 

γ. i. Είναι:    ΒΕ Ζ ΒΓΕ=  , ως γωνία χορδής και εφαπτομένης 

    
ΒΟΕΒΓΕ
2

=  , ως εγγεγραμμένη γωνία και επίκεντρη που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

Οπότε  BOE 1 ZOH ZOHBEZ
2 2 2 4

∧ ∧ ∧
∧

= = ⋅ =   . 

ii. Το τρίγωνο  ΟΕΖ  είναι ορθογώνιο  o(E 90 )
∧

=   με  OZOE OB
2

= =  . 

Άρα  oZ 30
∧

=  ,  οπότε  oH Ζ 30
∧ ∧

= = και   ο ο ο ο oO 180 Ζ Η 180 30 30 120
∧

= − − = − − =  . 
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350    ÈÝìá   1809 
α. Είναι:    οΒΑΓ 90=  , ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο 

     ΔΑΒ ΑΓΒ=   και   ΕΑΓ ΑΒΓ=  , ως γωνίες χορδής και εφαπτομένης 

Οπότε:   ο οΔΒΑ 90 ΔΑΒ 90 AΓΒ AΒΓ
∧ ∧ ∧ ∧

= − = − = .    

       ο οΕΓΑ 90 ΕΑΓ 90 ΑΒΓ ΑΓΒ= − = − =  

Επομένως η  ΒΑ  είναι η διχοτόμος της γωνίας  ΔΒΓ
∧

 ,  και η  ΓΑ  είναι η διχοτόμος της 

γωνίας  ΕΓΒ
∧

 .   

β. Η  ΒΑ  είναι η διχοτόμος της  γωνίας  ΔΒΓ
∧

 ,  οπότε  ΑΔ ΑΖ=  .   
Η  ΓΑ  είναι η διχοτόμος της γωνίας  ΕΓΒ  , οπότε  ΑΖ ΑΕ=  . 
Άρα ΑΔ ΑΕ ΑΖ= =  . 

γ. Επειδή  ΒΔ ε⊥   και  ΓΕ ε⊥  ,  έχουμε  ΒΔ // ΓΕ  ,  οπότε το  ΒΔΕΓ  είναι τραπέζιο.  

Επειδή το  Ο  είναι το μέσο του  ΒΓ  και  ΟΑ ε⊥  ,  έχουμε  OA // ΒΔ  . 
Επομένως η  ΟΑ  είναι η διάμεσος του τραπεζίου.  

Άρα  ΒΔ ΓΕΟΑ
2
+=  ΒΔ ΓΕ 2ΟΑ+ =  ΒΔ ΓΕ 2ΟΒ + = ΒΔ ΓΕ ΒΓ + =  . 

351    ÈÝìá   1883 

α. Είναι  οΓΔΑ 90
∧

=  ,  ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι  
   οΔΑΓ 90 Γ ΔΑΓ Β= − ⇔ =  , αφού    οΒ Γ 90+ =   στο ορθογώνιο τρίγωνο  

Δ
Α ΒΓ  .   

Οπότε  ΓΑΔ Β
∧ ∧

=  .   

β. Είναι:   oB 90 Γ
∧ ∧

= −   

    ο ο οΜΔΒ 180 90 OΔΓ 90 Γ
∧ ∧ ∧

= − − = −  , αφού το τρίγωνο  ΟΓΔ  είναι ισοσκελές 

Άρα  B MΔΒ
∧ ∧

=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΔΜΒ  είναι ισοσκελές. 

γ. Είναι:   MA MΔ=   , ως εφαπτόμενα τμήματα 
    ΜΒ ΜΔ=  ,   αφού το τρίγωνο  ΔΜΒ  είναι ισοσκελές 

Οπότε  MA MB=  ,  άρα το  Μ  είναι το μέσο του  ΑΒ . 

352    ÈÝìá   1768 
α. Στο τετράπλευρο  ΡΑΟΒ  είναι    oA B 90= = .  Οπότε 
 ο ο ο ο οΡ 360 90 90 120 60= − − − =  .  Επιπλέον  ΡΑ ΡΒ=   ως εφαπτόμενα τμήματα.  
Άρα,  το τρίγωνο  ΡΑΒ  είναι ισόπλευρο. 

β. Είναι   οΑΟΒ 120=   ή   οΑΜΒ 120=  .  
Άρα το μη κυρτογώνιο τόξο  ΑΒ   είναι ίσο με  ο240  . 
Η γωνία  ΑΜΒ   είναι  εγγεγραμμένη στο μη κυρτογώνιο τόξο  ΑΒ  .  

Τότε  
ο

ο240ΑΜ Β 120
2

= =  . 

Στο τρίγωνο  ΜΑΒ  έχουμε        ο ο ο οΜΑΒ ΜΒΑ ΑΜΒ 180 ΜΑΒ ΜΒΑ 120 180 ΜΑΒ ΜΒΑ 60+ + = ⇔ + + = ⇔ + = . 

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΒ  είναι   οΒ 60=   οπότε   οΜΑΒ 30=  .  
Από το ερώτημα β. προκύπτει ότι   οΜΒΑ 30=  . Άρα  ΜΑ ΜΒ=  . 

Επομένως  ΑΜ ΒΡ⊥   στην περίπτωση που το  Μ  είναι  μέσο του τόξου  ΑΒ  . 
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353    ÈÝìá   1807 

α. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

= ,  ΔΒΓ  o(Δ 90 )
∧

=   οι  ΑΜ ,  ΔΜ  είναι διάμεσοι, οπότε  ΒΓΑΜ
2

=   

και  ΒΓΔΜ
2

=  . 

Άρα  ΑΜ ΜΔ=  . 

β. Στο ισοσκελές τρίγωνο  ΜΑΔ ,  η  ΜΝ  είναι διάμεσος, άρα είναι και ύψος, οπότε  ΜΝ ΑΔ⊥  . 

γ. Το  ΑΒΓΔ  είναι εγγράψιμο, αφού    οΒΑΓ ΒΔΓ 90= =  , οπότε η  ΒΓ  φαίνεται από τις κορυφές  Α  και  Δ , 

υπό ίσες γωνίες. Άρα  ΓΒΔ ΓΑΔ
∧ ∧

=  . 

354    ÈÝìá   1886 

α. Στα ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  ο(Α 90 )
∧

=   και  ΔΒΓ  ο(Δ 90 )
∧

=   οι  ΑΜ ,  ΔΜ  είναι διάμεσοι, οπότε  
ΒΓΑΜ
2

=   και  ΒΓΔΜ
2

=  .  Άρα  ΑΜ ΜΔ=  ,  οπότε το τρίγωνο  ΑΜΔ  είναι ισοσκελές. 

β. Επειδή  ο ο οΑ Δ 90 90 180
∧ ∧

+ = + =  ,  το τετράπλευρο  ΑΓΔΒ  είναι εγγράψιμο σε κύκλο με κέντρο  Μ .  Οπότε  

ΑΜΔ 2ΑΓΔ
∧ ∧

=  ,  αφού η  ΑMΔ
∧

  είναι επίκεντρη και η  ΑΓΔ
∧

  εγγεγραμμένη που βαίνει στο ίδιο τόξο με την  ΑMΔ
∧

 . 

γ. Επειδή το τετράπλευρο  ΑΓΔΒ  είναι εγγράψιμο η πλευρά του  ΓΔ  φαίνεται από τις κορυφές  Α  και  Β  υπό ίσες 
γωνίες. 

Άρα  ΓΒΔ ΓΑΔ
∧ ∧

=  . 

355    ÈÝìá   1847 
α. Είναι  ΟΒ ΑΒ⊥   και  ΟΓ ΑΓ⊥  .  

Επειδή  ο ο οABO AΓΟ 90 90 180
∧ ∧

+ = + =  ,  το  ABOΓ   είναι εγγράψιμο. Η διακεντρική ευθεία  ΑΟ  είναι η 

διχοτόμος της γωνίας  ΒΑΓ
∧

 ,  οπότε  
 ο

oΒΑΓ 60BAO 30
2 2

∧
= = =  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΟ  είναι   οΒΑΟ 30=  ,  άρα  OAOB OA 2OB
2

=  =  . 

β. Η ΖΕ  είναι εφαπτομένη του κύκλου στο  Δ , άρα  ΖΕ ΟΔ⊥  . 

Στο τρίγωνο  ΑΕΖ  η  ΑΔ  είναι διχοτόμος και ύψος. 

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές και επειδή  οA 60
∧

=   είναι ισόπλευρο. 

γ. Είναι  ΖΒ ΖΔ=  , ως εφαπτόμενα τμήματα. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΖΔ  είναι  οZAΔ 30
∧

=  ,  οπότε  ΑΖ ΑΖΖΔ ΖΒ 2ΖΒ ΑΖ
2 2

=  =  =  . 

δ. Η διακεντρική ευθεία  ΑΟ  είναι κάθετη στη χορδή ΒΓ , άρα  ΑΔ ΒΓ⊥  . 
Είναι  ΑΔ ΖΕ⊥   και  ΑΔ ΒΓ⊥  ,  οπότε  ZE // BΓ . 
Άρα το  ΕΖΒΓ  είναι τραπέζιο. 

Είναι:   ΕΓ ΕΔ=  , ως εφαπτόμενα τμήματα 

    ΕΔ ΔΖ=  , αφού το ύψος  ΑΔ  στο ισοσκελές τρίγωνο  ΑΕΖ  είναι και διάμεσος. 

    ΔΖ ΖΒ=  , ως εφαπτόμενα τμήματα 

Άρα  ZB EΓ=  ,  οπότε το  ΕΖΒΓ  είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
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356    ÈÝìá   1892 

α. Είναι  ΑΔ BΓ⊥   και  ΟΜ ΒΓ⊥  ,  οπότε  ΑΔ // OΜ  .   

Άρα  ΔΑΜ AΜΟ
∧ ∧

=  , ως εντός εναλλάξ. 

Επειδή  OA OM= ,  είναι  AMO MAO
∧ ∧

=  . 

Οπότε  ΔΑΜ ΜΑΟ
∧ ∧

=  ,  άρα η  ΑΜ  είναι η διχοτόμος της  ΔΑΟ
∧

 . 

β. Επειδή το  Μ  είναι το μέσο του  ΒΓ   έχουμε  BAM MΑΓ
∧ ∧

= .  Από το  α.  ερώτημα είναι  ΔΑΜ ΜΑΟ
∧ ∧

= ,  οπότε  

BAM ΔAM ΜΑΓ ΜΑΟ
∧ ∧ ∧ ∧

− = − ΔAΒ ΟΑΓ
∧ ∧

 =  . 

γ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΓ  είναι   οΔΑΓ 90 Γ= −  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΔΑΒ  είναι   οΔΑΒ 90 Β= −  . 

Είναι  οΔΑΟ ΔΑΓ ΟΑΓ 90 Γ ΔΑΒ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= − = − − o ο90 Γ (90 Β)
∧ ∧

= − − − B Γ
∧ ∧

= −  . 

357    ÈÝìá   1864 

α. Είναι:   οΑ Γ 90
∧ ∧

= = ,  ως εγγεγραμμένες που βαίνουν σε ημικύκλιο. 

      ο ο ο οΒ Δ 180 2Δ Δ 180 3Δ 180 Δ 60
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =  ,  οπότε  ο oB 2 60 120
∧

= ⋅ =  . 

β. Τα ορθογώνια τρίγωνα  ΔΑΒ  o(Α 90 )
∧

=   και  ΔΓΒ  ο(Γ 90 )
∧

=   έχουν:   ΑΒ ΒΓ=    
         ΒΔ  κοινή 
Άρα είναι ίσα. 

γ. Επειδή  ΑΒ ΒΓ= ,  έχουμε   AB BΓ=  ,  οπότε  ΑΔΒ ΓΔΒ=  . 

Επομένως η  ΔΒ  είναι η διχοτόμος της  Δ
∧

 ,  άρα  οΑΔΒ 30
∧

=  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΔ  o(Α 90 )
∧

=   είναι  οΑΔΒ 30
∧

=  ,  οπότε  ΒΔΑΒ ρ
2

= =  .   

Άρα  OA AB BΓ ΟΓ= = =  ,  οπότε το  ΑΒΓΟ  είναι ρόμβος. 

δ. Στο τετράπλευρο  ΑΒΟΕ  είναι   o o oΑ O 90 90 180
∧ ∧

+ = + =  ,  οπότε το  ΑΒΟΕ  είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 

358    ÈÝìá   1896 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  o(A 90 )
∧

=   η  ΑΜ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε  
BΓAM ΜΒ
2

= =  . 

Επομένως  oMAB MBA 30
∧ ∧

= =  .   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΑΒ o(E 90 )
∧

=  ,  είναι  oEAB 30
∧

=  ,  οπότε  ΑΒΒΕ
2

=   (1). 

β. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΗΒΑ o(H 90 )
∧

=  ,  είναι  oB 30
∧

=  ,  οπότε  ABAH
2

=    (2). 

Από  (1) , (2)  έχουμε  AH BE=  . 

γ. Στο τετράπλευρο  ΑΗΕΒ  είναι οBEA 90 BHA
∧ ∧

= =   ,  οπότε είναι εγγράψιμο. 

δ. Είναι:   HEA HBA
∧ ∧

=  , αφού  ΑΗΕΒ  εγγράψιμο  

      HBA EAB
∧ ∧

=   , αφού  MA MB=  .   

Οπότε  ΗΕΑ ΕΑΒ
∧ ∧

= ,  οι οποίες είναι εντός εναλλάξ,  άρα  ΕΗ // ΑΒ  . 
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359    ÈÝìá   1799 

α. Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΕΓ  o(E 90 )
∧

=  ,  η  ΕΔ  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα. 

Οπότε  ΒΓΕΔ ΒΓ 2ΕΔ
2

= ⇔ = .   

β. Είναι  ΒΓΕΔ ΕΔ ΔΒ
2

= ⇔ =  . 

Το τρίγωνο  ΕΔΒ  είναι ισοσκελές με   ΒΕΔ ΕΒΔ=  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΕΒΓ , έχουμε       ο ο οΕΒΓ Γ 90 ΕΒΔ Γ 90 ΒΕΔ 90 Γ+ = ⇔ + = ⇔ = −  . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΓ , έχουμε       ο ο οΑ ΑΔΑΓ Γ 90 Γ 90 90 Γ
2 2

+ = ⇔ + = ⇔ = −  . 

Άρα   ΑΒΕΔ
2

=  . 

γ. Το τετράπλευρο  ΑΕΔΒ  είναι εγγράψιμο, αφού  οΑΕΒ 90 ΑΔΒ
∧ ∧

= = . 

δ. Επειδή το τετράπλευρο  ΑΕΔΒ  είναι εγγράψιμο, έχουμε  ABE AΔE
∧ ∧

=  . 

360    ÈÝìá   1774 

α. Έχουμε  οΔΑΒ ΕΒΓ 60
∧ ∧

= =   ,  οι οποίες είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη, άρα  ΑΔ // ΒΕ  . 
Οπότε το  ΑΔΕΒ  είναι τραπέζιο. 
β. Είναι   ο ο ο οΔΒΜ 180 60 60 60= − − =  .   
Τα τρίγωνα  ΔΜΒ  και  ΔΕΒ  έχουν:   MB BE=  
    ΔΒ  κοινή  

    ΔΒΜ ΔΒΕ
∧ ∧

=  o( 60 )=   

Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ). 
γ. Το  ΔΜ  είναι διάμεσος στο ισόπλευρο τρίγωνο  ΑΒΔ , οπότε είναι και ύψος του, άρα   οΔΜ Β 90= . 

Επειδή  
Δ Δ

ΔΜΒ ΔΕΒ=  ,  είναι ίσα έχουμε  οΔΜΒ ΔΕΒ 90
∧ ∧

= =  .   

Είναι  ο ο οΔΜΒ ΔΕΒ 90 90 180
∧ ∧

+ = + = ,  οπότε το τετράπλευρο  ΔΜΒΕ  είναι εγγράψιμο. 

361    ÈÝìá   1776 
α. Τα τρίγωνα  ΑΕΓ  και  ΑΒΔ  έχουν:   AE AB=   
     ΑΓ ΑΔ=    

     EΑΓ ΔΑB
∧ ∧

=  o( 60 ΒΑΓ)
∧

= +  

Άρα είναι ίσα (ΠΓΠ), οπότε  ΑΓΕ ΑΔΒ
∧ ∧

=   και  ΑEΓ ΑBΔ
∧ ∧

=  . 

β. Επειδή:   ΑΓΕ ΑΔΒ
∧ ∧

= ,  το τετράπλευρο  ΑΖΓΔ  είναι εγγράψιμο. 

      ΑΕΓ AΒΔ
∧ ∧

=  ,  το  ΑΖΒΕ  είναι εγγράψιμο 

γ. Είναι  ο ο οBZΓ ΕΖΔ ΕΖΑ ΑΖΔ ΕΒΑ ΑΓΔ 60 60 120
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= = + = + = + = . 
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Εκδόσεις Μπάρλας

362    ÈÝìá   1779 

α. i.  Τα τρίγωνα  ΒΕΓ  και  ΑΔΓ  έχουν:   ΒΓ ΑΓ=   
     ΓΕ ΑΔ=    

     Γ Α
∧ ∧

=  

Οπότε είναι ίσα (ΠΓΠ) ,  άρα  BEΓ ΓΔΑ
∧ ∧

=  . 

ii. Επειδή τα τρίγωνα  ΒΕΓ  και  ΑΔΓ  είναι ίσα έχουμε   ΕΒΓ ΟΓΕ=  . 

Στο τρίγωνο  ΟΓΕ  η  BOΓ
∧

  είναι εξωτερική, οπότε   
. οi

BΟΓ ΟΓΕ ΟΕΓ ΕΒΓ ΟΕΓ 180 ΒΓΕ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = + = − o o o180 60 120= − =  . 

β. Είναι:    οΔΟΕ ΒΟΓ 120= =  

      ο ο οA ΔΟΕ 60 120 180
∧ ∧

+ = + =   

Άρα το τετράπλευρο  ΑΕΟΔ  είναι εγγράψιμο. 

363    ÈÝìá   1753 
α. Είναι  ΟΑ ΑΜ⊥   και  ΟΒ ΒΜ⊥  .   
Οπότε    o o oA B 90 90 180+ = + = .  Άρα το τετράπλευρο  ΑΜΒΟ  είναι εγγράψιμο. 

β. Αφού   oA 90=  ,  η  ΟΜ  είναι διάμετρος του περιγραμμένου κύκλου του τετράπλευρου  ΑΜΒΟ.  

Οπότε το κέντρο  Λ  του περιγγεγραμμένου κύκλου του τετράπλευρου  ΑΜΒΟ  είναι το μέσο του  ΜΟ . 

γ. Στο τρίγωνο  ΟΜΓ  τα σημεία  Β ,  Λ  είναι μέσα των  ΟΓ ,  ΟΜ ,  οπότε  
ΒΛ // ΜΓ  . 
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